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Exercice 1 — Géométrie dans Pespace — Centres Etrangers 11 mai 2022

1. Calcul d’'un angle

-2 -3
— — -2 2 -2
(a) AB ( 2 ) et AC (—1) ; or ces coordonnées ne sont pas proportionnelles = # =] #—

—2 -1 -
donc il n’existe pas de réel a € R tel que AB = aAC : ces vecteurs ne sont pas colinéaires
donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

(b) » AB?=4+4+4=3x4,doncAB=2V3:
¢ AC>=9+1+1=11,doncAC=V1I.
(c) o D'unepartE‘A_(i =6-2+2=6;
¢ D’autre partzﬁ -AC = AB x AC x cos BAC.

i — 6
On a donc 6 = 2v/3 x V11 x cosBAC < cosBAC= ——— = — «— BAC =
2v3xvV11 V33

cos™! (i)
V33)
La calculatrice donne BAC =~ 58,51, soit 58,5° au dixieme pres.
2. Calcul d’'une aire
(@) Soit M(x; y; z) unpointdeZ2.OnaM(x; y; 2) € P — @-E:O.
x+1
Avec CM | y+1|, on obtient :
z—2
2x+D+2(y+1)-2(z2-2)=0 = -x+D+(y+1)-(2-2)=0 < —x+y-2z+2=0.

-1
1— 1—
(b) En prenantle vecteur EAB comme vecteur directeur de la droite (AB), soit EAB ( 1 ) on

-1
a:
. 1 { x—2 = tx(=1)
Mx;y;2€(AB) < AM=tx -AB < y-0 = 1tx1 JTER —
2 Z2=3 = tx(=1)

x = 2-t
y = r ,telR.

z = 3-t
(c) E projeté orthogonal de C sur (AB) appartient au plan £ et a la droite (AB); ses coor-
données vérifient donc I’'équation de &2 et les équations paramétriques de (AB), donc le

systeme :
-x+y-z+2 = 0
X = 2-t .
y - ,t € R; en remplagant x, y et z par leurs expressions en
z = 3-t¢

fonction de ¢ dans I'équation de &2 on obtient :

Jour 2

—2+4+t+t-3+t+2=0<—= 3t-3=0<= r=1.
OnadoncE(1;1;2).
. -1
(d) Onch(—3), d'otBC?=1+9+1=11etBC=11.
1
Comme AC = BC = /11, le triangle ABC est isocele en C; or on a vu que E est le projeté
de C sur la droite (AB), donc dans le triangle isocele (ABC), [CE] est la hauteur relative a
la base [AB].
2
Ona(—ZE(Z), d'ot CE2 =1+4 =8 et CE=2V2.
0
Laire du triangle (ABC) est donc égale a:

ABxCE 2v3x2y2
x :\/_Z\/_Zz‘/g‘

o/ (ABC) =
3. Calcul d’'un volume
(a) Fe (ABC) < ilexiste a € R, ﬁeR,telsque:ﬁza/ﬁ+ﬁKé =

-1
-1
0 =

1 1
on obtient -1 = -2 < f = > et en remplacant § par > dans la premiére équation
3 1

3
-1=-2a+- = 2a=1--=-- = a=—-.
2 2 2 4

— 1— 1—
Donc AF = — ZAB + EAC :les quatre points A, B, C et F sont coplanaires.

-2a-3p
2a-p
—2a-p0

. En ajoutant membre a membre les deux dernieres équations

2
(b) Avec FD (—2), on peut calculer :
-4
FD-AB=-2-2+4=0et
FD-AC=—6+2+4=0.
Le vecteur ﬁj est donc orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) : il est
donc orthogonal a ce plan, ou encore la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

(c) Sil’'on choisit comme base le triangle (ABC), la hauteur de ce tétraedre est donc [FD] et
la volume est égal a :

1
7 (ABCD) = 5 x of (ABC) x FD
Avec FD? =4+ 4+ 16 =24, on trouve FD = /24 = V4 x 6 = 21/6, d’o1 :
1 4x6
V(ABCD):gxz\/Exz\/_sz&
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Exercice 2 — Fonctions exponentielle et logarithme — Asie 24 mars 2023 1. Quel que soit xe R, f(x)=Ing(x).

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire Or on a vu dans la partie précédente que g(x) > 0, donc f est définie sur R.

2. f(x) =Ing(x) entraine

1. Ona lim 2x = X = —oco, donc lim e* =0; d’autre part xgrpmex = 0, donc par somme de = g 202% _ ¥

X——00 X——00

limites JClir_n glx)=1.

. On peut écrire g(x) =e*(e*—1+e™%).

X X

Comme lim e*=+ocoet lim e~
X——00 X——00

et enfin par produit de limites xlir_n g(x) = +oo.

=0, on a par somme de limites lim e*—1+e * = +oco
X——00

. g somme de fonctions dérivables sur R est dérivable sur cet intervalle et

g'(x) =2e** —e* =e* (2e* - 1).

. D’apres la question précédente comme e* > 0, quel que soit le réel x, le signe de g’(x) est

celui de 2e* — 1.

. Onavuque f'(x) =

gx) eX—ex+1’

. Soit 9 la tangente au point d’abscisse 0 :

OnaM(x; y) €Ty < y— f(0)= f(0)(x-0).

e f(0)=In1-1+1)=In1=0;

Lo 271
f(O)_1—1+1

Mix; y)egdy < y-0=1(x-0) < y=x.

=1,donc:

2e2x_ex _ g/(x)
e2X—eX+1  g(x)
signe de f’(x) est donc celui de g'(x) étudié dans la partie A.

et dans la partie que le dénominateur g(x) > 0; le

1 1
e 2 —1=0 < 2" =1 < e*' = > — x= lnE = —In2 (par croissance de la fonction
Donc f'(x) < 0 sur ] —oo ; —In2[, d’ol la fonction f est décroissante sur cet intervalle et

logarithme népérien);
1 1 f'(x) >0sur]—In2; +ool, d’ott la fonction f est croissante sur cet intervalle.
o2ex—1>0<:>2ex>1<=>ex>5<=>x>ln§:—ln2; 3
5. ¢ f(-In2)=Ing(-1n2) :an = —0,29;

1 1
e 2 1<) <= 2e'<]l <<= e'<- < x<In-=-In2. . . .
2 2 e Onavuque leP g(x) = +oo, donc par composition xler In g(x) = +oo0.
—+00 —+00

La fonction g est donc décroissante sur ] —oo ; —In2[ et croissante sur ] —In2 ; +ool. . . L. . .
§ I—o00 [ ] ool Lafonction f est continue car dérivable sur | -In2 ; +oo], strictement croissante de f(—1n2) <

Donc g(—In2) = e "2 _e=In2 1 77 = 7 % = % - % +1= i - % +1= ?—1 estle 2 a plus l'infini : d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe un réel unique
minimum de la fonction g sur R. ¢ ¢ ¢ ¢ a€]-In2; +oo[ tel que f(a) =0.
D’oli le tableau de variations : La calculatrice donne :
f=1,7et f(2)=3,8,doncl<a<2;
X —00 —In(2) +00 f@,1)=1,9et f(1,2)=2,2,donc 1,1 <a<1,2;
f(1,12)=1,99 et f(1,13) =2,01,donc 1,12 < a < 1,13.
g'(x) - 0 +

Partie C

Conjecture 1 : d’apres le résultat précédent elle est vraie;
Conjecture 2 : elle est fausse f est croissante sur ] —1n2; +ool;
Conjecture 3 : on a vu que I'équation de cette tangente est y = x : la conjecture est fausse.

Exercice 3 — Probabilités — Asie 18 mai 2022

1 +00
3
4

5. Le minimum de la fonction g est supérieur a zéro, donc quel que soit x e R, g(x) > 0. Partie 1
2 2 e . . s 7
6. EnposantX:ex,g(x)=g(X)=X2—X+1=(X—%) —le+1=(X—% +% 1. S’il a pris le bus il est a 'heure pour son vol, donc Pg(V) =1.

L. . NI . 2. Onreprésente la situation par un arbre pondéré.
Sous cette écriture on voit que g(X) est un trindbme somme de deux carrés dont l'un est su- p P p

périeur a zéro, donc g(X) > 0.

Partie B
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3. D’apres la loi des probabilités totales :
P(V)=P(BNV)+P(BNV)=0,2x1+0,8x0,5=0,2+0,4=0,6.
P(VnB) PBNV) 02 1

4. On calcule Py (B) = =2-=Z,
P(V) P(V) 0,6 3

Partie 2

1. La présence a 'embarquement de chaque passager est indépendante des autres et chaque
passager a la méme probabilité 0,95 d’étre présent, donc la variable aléatoire X suit la loi
binomiale de parametres n =206 et p = 0,95.

2. OnaE(X)=nx p=206x0,95=196,3 = 196. En moyenne sur 206 titulaires d'un billet & peu
pres 196 vont se présenter.

3. Ona P(X =201) = (50°) x 0,95%°! x 0,05° = 0,03063, s0it 0,031 au milliéme prs.
4. La calculatrice donne P(X < 200) = 0,9477, soit 0,948 au millieme pres.

Il est donc a peu pres certain que I’avion sera au mieux juste rempli.

5. On admet que Y suit la loi de probabilité donnée par le tableau suivant :

Vi 0 1 2 3 4 5 6
P(Y=y;) | 094775 | 0,03063 | 0,01441 | 0,00539 | 0,00151 | 0,00028 | 0,00003
¢ 51500 | 50650 | 49800 | 48950 | 48100 | 47250 | 46400

(a) En complétant a 1 la somme des probabilités données dans le tableau on trouve :
P(Y=6)=1-(P(Y=0)+P(Y =1)+---+P(Y =5)) =0,00003.

(b) La compagnie a encaissé 206 x 250 = 51500€ et elle devra rembourser 850€ a chaque
client ne pouvant embarquer, donc C = 51500 - 850Y

(c) Voir le tableau ci-dessus.
On a E(C) =51500 x 0,94775 +...46400 x 0,00003 = 51429, 2, soit 51429€ a ’euro pres

(d) En vendant exactement 200 billets, la compagnie fera un chiffre d’affaires de 200 x 250
soit 50000 euros.

En pratiquant le surbooking, la compagnie peut espérer un chiffre d’affaires de 51429
euros.

Jour 2

Exercice 4 — Suites — La Réunion 29 mars 2023

6x8+2 50

1. Pourn=0,0onau; = = —.
8+5 13

2.
6x+2

F= x+5"°

(a) Le dénominateur étant supérieur a 4 ne s’annule pas : la fonction f est donc dérivable
sur [0; +oo[ et sur cet intervalle :
6(x+5)—1(6x+2 6x+30—-6x—-2 28
flx) = ( )~ I ) = = :quotient de deux nombres su-

(x+5)2 (x+5)2  (x+5)2°
périeurs a zéro cette dérivée est supérieure a zéro : la fonction f est donc strictement

2
croissante sur [0 ; +oo[ et son minimum est f(0) = ==T0" 0,4.
0 2 6x2+2 14 9
na = =—=2.
2+5 7
Or comme f est croissante sur [0; +oo[: x>2 = f(x) > f(2) = 2 d’apres le calcul
précédent.

(b) Initialisation: up = 8 > 2 : larelation est vraie au rang 0.
Hérédité : soit n e N tel que u, > 2.
Alors par croissance de la fonction f : f (u,) > f(2) = 2.
Or f(uy) = Up41 :onadonc Uy > 2.
Conclusion : 1a relation est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, n € N elle I'est

aussi au rang n + 1. Par le principe de récurrence quel que soit n € N, u, > 2.

3. On admet que, pour tout entier naturel n,ona:

@2—up) (up+1)

Up+1—Un = U +5
n

(@ Onau,>2 = uy,+1>2+1>0etu,>2 = u,+5>2+5>0.
Le signe du quotient précédent est donc celui de 2 — u,; or u, >2 =
0>2—u,, donc u,+1 — u, <0 ce qui signifie que la suite (u,) est décroissante.
(b) La suite (u,) étant décroissante et minorée par 2 est donc convergente vers une limite
?,avec ¢ =2.
4. On définit la suite (v,) pour tout entier naturel par :

Up—2
U, +1°

Up =

8-2 6 2

Lt()—z_

u+1 8+1 9 3°
6u, +2
Up+5

(@ vy =

(b) On sait que ;41 =
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Un+1 — . . L
Orvy, = et en utilisant la relation précédente :
Up+1+1
6up+2 _ 6un+2 _ 2up+10
Up+5 Un+5 upnt5 _Aup—8 4(up-2) 4

Un+1 = = = = =
6u,+2 6u,+2 Un+5 Tu, +7 7(u, +1 7
Up+5 +1 Up+5 Up+5 n ( n )

V.

4
La relation v, = Z v, vraie pour tout n € N signifie que la suite (v,) est une suite géo-

4
métrique de raison =

n 4 n
(c)  Onsaitqu’alors quel quesoitneN, v, =1y (?) ou encore vy, = 3 x (?) .

4 n
Orcomme -1<-<1,ona lim (—) et par produit de limites lim v, =0.
7 n—+oo\ 7 n—+oo

On a donc lim
n—+oo Yy, +1

lim u,=2.Donc? =2.
n—+oo

(d) On vérifie a la calculatrice que uj4 = 2,00079 est le premier terme inférieur a 2,001.
Valeur renvoyée : 14.

etcomme u,+1>2+1>0,0ona liIP u,; —2 = 0, soit enfin
n—+00

Exercice 5 — Géométrie dans I'espace — Amérique du Nord 27 mars 2023

1. Réponse A.

Ici, les quatre propositions peuvent se vérifier avec les longueurs des cotés du triangle ABC.
On va donc les déterminer. Comme le repére est orthonormé, on a :

AB=/(x - xa)%+ (¥ — ya)? + (5 — 22)> = V(3 + 1)2 + (6-2)> + (3-5)> = V36 =6
BC=/(xc—xp)2 + (yc— yp)2 + (2c — 28)% = V/(3-3)2+(0-6)2 + (9-3)2 = V72 = 6v2
AC=/(xc—xp)?+ (yc—ya)l? + (zc—za)? = V(3+ 12+ (0-2)2 + (9-5)> = V36 =6

ABC est donc clairement un triangle isocéle en A, (et on peut vérifier rapidement que le carré
du coté opposé a A est égal a la somme des carrés des deux autres cotés, et donc que le tri-
angle est aussi rectangle en A).

Remarque : si on a confiance en ses calculs, une fois qu'on a calculé AB et BC, on peut s’ar-
réter : on voit clairement que le triangle ne sera pas équilatéral, et donc il sera rectangle et
isocele, car c’est un point commun aux trois autres propositions et le c6té [BC] étant plus
long que AB, cela signifie que [BC] est I'hypoténuse, et donc que le sommet principal du tri-
angle est A.

. Réponse C.

Ici, il faut s’armer de patience et vérifier si les coordonnées des points B, C et D vérifient
les équations proposées. (On peut aussi chercher a trouver une équation du plan, mais c’est
plutot plus compliqué).

Pour la proposition a., les coordonnées de D ne vérifient pas I'équation : elle est incorrecte.
Pour la proposition b., les coordonnées de C et de D ne vérifient pas 1'équation.

Pour la proposition d., aucunes des coordonnées des points B, C et D ne vérifient pas 'équa-
tion.

Jour 2

Par contre, pour I’équation de la proposition c., on a:
4xg+y+23—21=4x3+6+3—-21=12+9-21=0donc B appartient a ce plan.
4xc+yc+z2c—21=4x3+0+9-21=12+9-21=0donc C appartient a ce plan.
4xp+yp+2p—21=4x8-3-8-21=32-11-21=0donc D appartient a ce plan.

Ainsi, 'équation de la proposition c. décrit un plan qui contient les points B, Cet D : c’est le
plan (BCD).

. Réponse B.

Ici, on peut procéder par tests successifs : vérifier parmi les coordonnées proposées quelles
sont celles qui vérifient 'équation du plan (ABC) puis pour celles qui vérifient I’équation du
plan (c’est-a-dire quand le point donné est bien sur le plan) si le vecteur DH obtenu est bien
un vecteur normal au plan.
Dans ce corrigé, on va appliquer la démarche qui sert a trouver les coordonnées de H.
Comme le plan (ABC) a pour équation cartésienne x —2y —2z + 15 = 0, cela signifie que le
1
vecteur u | —2 | est un vecteur normal au plan. Comme H est le projeté orthogonal de D sur
-2
(ABC), H est I'intersection du plan (ABC) avec la droite d, passant par D et dirigée par 7.
x=8+k
Du coup, la droite d admet une représentation paramétrique quiest:{ y=-3-2k keR
z=-8-2k
Si on appelle M}, le point de parametre k sur la droite d, on va chercher pour quel parametre
M est sur le plan (ABC) :
M € (ABC) <= (8+k)—-2(-3-2k)-2—--8-2k)+15=0
< 8+k+6+4k+16+4k+15=0
<~ 9k+45=0
<~ k=-5
H est donc le point M_5 qui a comme coordonnées : (8 + (=5); -3 -2 x (=5); -8 -2 x (-5)),
soit (3; 7; 2).

. Réponse D.
La représentation paramétrique de A donne un vecteur directeur de A qui est 7, de coordon-
1 . . 0
nées | —1 | alors que le vecteur BC a pour coordonnées BC | —6 |. Ces vecteurs sont clairement
3 6

non colinéaires, donc on peut affirmer que les droites se sont ni confondues ni strictement
paralléles.

11 faut donc déterminer si elles ont un point commun pour trancher entre sécantes et non
coplanaires.

]_ —_—
La droite (BC) passe par B et est dirigée notamment par EBC, elle admet pour représentation

x=3
paramétrique:{ y=6-s keR
z2=3+s
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Le point de parametre ¢ sur A est confondu avec celui de parametre s sur (BC) si et seulement Sur R**, x est strictement positif, donc le signe de f’(x) est le signe de 1 — x.
si s et t sont les solutions du systéme (S) suivant : 1-x>0 < x<1. f()=ln1)-1=0-1=-1.
On adonc:

3=5+1 t=-2 =2
(8):4 6—-s=3—-t¢ — 6—s=5 S) = s=1 X 0 1 +00

3+s=-1+3¢ 3+s=-7 s=-10

1-x + 0 -

Ce systéme n’a pas de solution, donc les droites n’ont aucun point commun et ne sont pas Jde) + 0 -

paralleles : elles sont donc non coplanaires.

5. Réponse B. o 1
) variations de f / \

Le plan £ d’équation cartésienne 2x — y +2z—6 = 0 admet 777 | —1 | comme vecteur normal.

2
(c) On en déduit que sur son ensemble de définition, f atteint un maximum égal a —1 pour
) . . - 1 x =1, donc f est a valeurs strictement négatives sur R**.
(ABC) d’équation cartésienne x —2y —2z+ 15 = 0 admet n, | —2 | comme vecteur normal. , s .
9 Il n'y a donc aucune solution a I'équation f(x) =0, or f(x) =0 < In(x) = x, donc

. Lo N I’équation In(x) = x n’admet aucune solution.
Ces vecteurs sont clairement non colinéaires, donc les plans ne sont pas paralleles. On peut

méme calculer le produit scalaire 77 - 77 pour constater qu'ils sont orthogonaux, et donc que
les plans sont perpendiculaires. Cela élimine la proposition a. (a) Discutons du nombre de solutions :

3. Ftude du cas général :

Reste a trancher entre les trois autres propositions. — Si g[=] <0, alors la fonction g a pour maximum un nombre réel strictement né-
On pourrait résoudre le systeme formé par les deux équations de plan pour trouver une re-

. . s . . . . . atif, donc I’équation g(x) = 0 n’admet aucune solution.
présentation paramétrique de leur intersection : ce seraitlourd en calcul. Ici, il est plus simple g d gt

) . . (1 . . . 1 . .
de tester I'appartenance des points A, B et C au plan 2. En remplacant x, y et z par les co- — Sig (—) =0, alors 'équation admet clairement — comme solution et cette solution
ordonnées des points dans I'équation de £, on trouve que les points A, et B appartiennent a k k 1 1 1
22, mais pas C, donc les plans sont sécants et leur intersection est la droite (AB). estla seule, car : g étant strictement croissante sur (0 ; Ak x< T = gx)<g (E)

Exercice 6 — Fonction logarithme — Asie 23 mars 2023 etdonc g(x) <0.

1 1 1
Et g étant strictement décroissante sur T ; +ool, x> % = glx)<g (%) et donc

1. Conjectures graphiques :

. ) . g(x)<0.
Le nombre de solutions de I'équation In(x) = kx : T . . .
Ainsi, I'’équation admet une unique solution dans ce cas.
— pour k = 1, 'équation ne semble pas avoir de solution, car il semble que la droite 1
d’équation y = x ne coupe pas la courbe représentative de la fonction In; — Sig E) >0, alors:
— pour k =0,2, 'équation semble avoir deux solutions, car la droite d’équation y = 0,2x . . . . 1
< . . e f est continue (car dérivable) et strictement croissante sur |0; — |, et 0 est une
semble couper la courbe représentative de la fonction In en deux endroits distincts. k
" 1
2. Etudeducask=1: valeur intermédiaire entre liI‘I(I) g=-occetg (E) > 0, donc d’aprés le théoréeme de la
X—
- ,t cers . - .
(a) f estdérivable sur R*", en tant que différence de deux fonctions dérivables sur cet in- bijection, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur cet intervalle.
tervalle. Pour tout réel x strictement positif, on a: 1
, 1 1-x Puis, de facon analogue, on applique le méme théoreme sur |—; +oo [, ou g est
ff)=In"(x)-1=—-1=—-. . . L . k .
X X continue et strictement décroissante pour faire émerger une seconde solution g, la

(b) On va donc étudier le signe de f'(x) et en déduire les variations, au sein d’'un tableau. 1 N
. " i - ; too
Comme les limites aux bornes de I'intervalle de définition ne sont pas attendues, on ne k
va pas les déterminer. Ainsi, I'équation g(x) = 0 admet exactement deux solutions dans ce cas.

seule sur
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(b)

(©)

(d)

(e)

On rappelle que k est un réel strictement positif, donc 1 I'est aussi, et donc % est dans
I'ensemble de définitionde g.Ona g (%) = ln(%) —kx % =—In(k)-1.
Ona:g(%) >0 <= -Ink)-1>0.

— —-In(k)>1

— In(k) < -1
Nous parvenons bien a I’équivalence demandée.
On remarque que g(x) =0 < In(x) = kx.
Lensemble des valeurs de k pour lesquelles I'équation In(x) = kx posséde exactement
deux solutions est donc constitué des nombres k vérifiant In(k) < —1, d’apres la ques-
tion précédente.
Ink) < -1 < k<e L.
Lensemble des valeurs k cherché est donc |0; e7!|
En synthese des questions précédentes, on peut donc dire que I'équation In(x) = kx :

— admet exactement deux solutions pour k€ ]0; e™1[;

— admet une unique solution pour k =e™!;

— n’admet aucune solution pour k € |e™!

; +ool;
Remarque : Ce résultat confirme nos conjectures du début de probléme, dans la mesure

ou10,2€]0; e }[etle]et; +oo| (eneffete™ ~0,4).

Exercice 7 — Probabilités — Métropole 8 septembre 2022

1. (a)

(b)

(©
(d

Ona p(M)=0,7, donc p(ﬁ) =1-0,7=0,3.
Orp(Mma) =0,06 < p(]\_/[) x pﬁ(é), soit

0,06=0,3 x p7(G) = py(G) =02

On calcule p(ﬁm G) = p(ﬁ) x p7(M)=0,3x0,8=0,24.
On ade méme p(MNG) =pM) x pp(G)=0,7%0,6=0,42.
D’apres la loi des probabilités totales :

p(G) = p(MNG) +p(ﬁn G) ~0,42+0,24 = 0,66.

Jour 2

p(GNM) p(MnG) 042 42 21
p(G —  pG)

7
= — =~ 0,64 > 0,5. Laffirmation

2. On calule pg(M) = =06 "8 "3 1

est exacte.

3. (a) Onale tableau de probabilités suivant :

évenement MnG MnG MnG MnG
probabilité 0,42 0,28 0,24 0,06
dépense 17 12 5 0

(b) D’apres le tableau précédent :
E(T)=17x0,42+12x0,28+5%x0,24+0x0,06=7,14+3,36+1,2=11,7.
Ceci signifie que sur un grand nombre de visiteurs la dépense moyenne par visiteur est
égale a 11,70€.

(c) Soit x le nombre minimum de visiteurs, x doit vérifier :

700 700
11,7xx>700 < x> ——. 0r — ~59,8.
11,7 11,7

11 faut donc qu'’il y ait au moins 60 visiteurs.

4. Soit g le prix a payer pour visiter la grotte; le tableau de probabilités devient :

évenement MnG MnG MnG MnG
probabilité 0,42 0,28 0,24 0,06
dépense 12+¢g 12 g 0

Lespérance devient :

E=0,42(12+8) +12x0,28+0,24 x g+0x 0,06 = 5,04 +0,42g + 3,36 +0,24g = 8,4+ 0,66¢.
Le responsable veut que :

8,4+0,66g =15 < 0,66g =6,6 < g =10.

Le prix d’entrée a la grotte doit passer a 10 euros.

5. Le nombre de visiteurs étant suffisamment grand pour que le tirage puisse étre considéré
avec remise, chaque visiteur a donc en moyenne une probabilité de 0,66 de visiter la grotte.
La variable aléatoire G égale au nombre de visiteurs de la grotte suit donc une loi binomiale
98(100;0,66).

1l faut donc trouver p(G > 75). La calculatrice donne P(G < 75) = 0,9797, donc P(G > 75) =
1-0,9797 soit environ 0,020 3, donc 0,020 au millieme pres.
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Exercice 8 — Equations différentielles — Sujet zéro 2021

1. (a) f(0)représente la température d’'une baguette lors de sa sortie du four, c’est-a-dire 225
°C.

(b) Pour résoudre I'équation, on la met sous la forme y’ = ay + b avec a et b des réels. On
obtient :
a=-6

"= _6y+150 < y' =ay+b avec
Y =~6y Y=ay+b av {b=150

On sait alors que les solutions de cette équation sont toutes les fonctions de la forme :
at b
f®=Ce* ——, CeR
a

Les solutions de I’équation différentielle sont donc toutes les fonctions de la forme :
150

-6

f(t)=Ce ™5 +25

f(t)=Ce 5" -

(c) La solution de I’équation différentielle a été obtenue en question b. Il reste a exploiter
la condition initiale f(z = 0) = f(0) = 225 d’aprés la valeur trouvée a la question a. La
fonction qui satisfait donc le modele de I'exercice est la solution de I’équation :

f(0) =225 < Ce ®0+25=225
— C+25=225
— C=200

Donc on a bien, pour toutréel t =0:
f(t) =200e5" + 25

2. — Vérifions d’abord que la fonction f décroit. f est d’abord bien dérivable pour tout réel
t 2 0 comme composée de fonctions dérivables et :

pour tout réel £ =0, f'(¢) = —1200e %!

Or, pour toutréel t =0 :

-6t
e >0 , . L. .
{ _1200 <0 = f'(t) <0 = f est bien décroissante (strictement).

— Pour vérifier que la température tend a se stabiliser a la température ambiante (25 °C),
nous allons calculer la limite de la fonction f en +oo:

lim e % =0 =
t—+00 par produit £—+oo

lim 200e % =0 = lim 200e‘6f+25=25=t1n+n f(o).
—+00

par somme f— +o00

5.

Jour 2

La fonction f, qui représente la température de la baguette (en °C) au bout du temps, a
pour limite 25 en +oco. Cela signifie donc bien que la température tend a se stabiliser a
la température ambiante de 25 °C.

Donc la fonction f fournit un modele en accord avec ces observations.

La fonction f est continue et décroissante strictement donc monotone sur [0 : +oo[. Par
ailleurs, f(0) =225 et tlim f(#) =25 donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il
—+00

existe un unique élément c € [0; +ool tel que f(c) = 40.

La courbe Er semble atteindre 40 vers 0,43 heure soit 0,43 x 60 = 25,8 minutes. On trouve
donc une valeur approchée de 26 minutes.

(a) On cherche une valeur approchée de Dy.

oo=1g5) /()
- F0) - f(6—10)
= 200€” +25 - (200e ™% +25)

= 200 200e”
~19,03

Donc 19 est bien une valeur approchée de 2 a 0, 1 pres. Cela signifie que la diminution
de température qui se fait lors de la premiére minute apres la sortie du four est d’environ
19 °C. Au bout d'une minute, la baguette est donc a 225 —-19 = 206 °C.

(b)

D= (5) -5

= 200e 6% + 25— (ZOOe_GX 4 25)

n n+1)

—6n—6
=200e 1" —200e 60
=200e 1" — 200e & * (&)
=200e” %1 —200e 701" x 701
D =200e” 01" (1-e701)
Pour étudier le sens de variation de la suite (D;,), on étudie le signe de D, — D,.
Pour tout entier naturel 7 :
Dps1—-Dy = 200e—0,1(n+1) (1 _ e—O,l) _ 200e—0,1n (1 _ e—o,l)
=200e %" x 70! (1-e7%1) —200e 1" (1-e7*1)

Dyt — Dy =200e %1 (1 -7 %) [ 0! - 1]
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Etudions le signe de cette expression pour tout entier naturel 7 :
200e 1" >0

1-e %1 >0 = D, -D, < 0= lasuite (2,,) est décroissante.
e_O'l _1 <0 par produit

Calculons alors la limite de cette suite :

lim 200e7 %" =0
n—+oo

; -01  _ -0,1 .
nhrpool—e =1-e — lim D,=0
o — _ ar produit 72— +00
lim e %l—1 =e0l_3 P¥P
n—+oo

Nous trouvons une limite de 0 pour D,. Puisque la baguette tend a se stabiliser a la
température ambiante, la diminution de température entre la n-iéme etla (n + 1)-iéme
minute va tendre vers 0. Le résultat était bien prévisible dans le contexte de 'exercice.

Jour 2



