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Exercice 1 — Géométrie dans 'espace — Asie 18 mai 2022

1.

(@)

(b)

(©

(@)

(b)

(©)

(@

(b)
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OnaAB|1|,DC|1],etAD| 5
0 0 -4

D’apres la question précédente, AB = DC donc ABCD est un parallélogramme.

De plus le produit scalaireA_ﬁ Jﬁj =5x(-1)+1x5+0x(—-4)=0.

Le parallélogramme ABCD ayant deux cotés consécutifs perpendiculaires est un rec-
tangle.

OnaAB? =25+1=26,dou AB = V26;

de méme AD? = 1+25+ 16 =42, d'ot1 AD = v42.

Laire du rectangle ABCD est égale a

ABxAD = V26 x V42 = /26 x 42 = /2 x 13 x 2 x 21 =2V/13 x 21 = 2\/273.

D’apres la question 1., les vecteurs AB et AD ne sont pas colinéaires, donc les points A,
B et D ne sont pas alignés : ils définissent donc bien un plan.

Soit le vecteur 72 (=2 ; 10; 13).

7 -AB=-10+10+0=0et 7 -AD =2+50 52 = 0.

Conclusion : le vecteur 7, orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABD),
est normal a ce plan.

Le résultat précédent montre que le plan (ABD) a une équation de la forme
—2x+10y+13z=d, avecd e R.

Or par exemple B(2; 2; 3) € (ABD) donc

—2%x2+10x2+413x3=d < —-4+20+39=d < d =55.

Donc le plan (ABD) a pour équation —2x + 10y + 13z = 55.

Si A est orthogonale au plan (ABD) elle a pour vecteur directeur le vecteur 72. Comme
elle contient K, on a donc:

M(x,y; 2 A < KM=tT7, teR.

x—(=3)
Avec KM | y—14 | cecise traduit par le systeme :
z—14
x+3 = =2t x = =2t-3
y-14 = 10t ,teR<<{ y = 10t+14 ,reR
z—-14 = 13t z = 13t+14

Sil est le projeté orthogonal de K sur le plan (ABD), le point I est un point de A; comme
c’est aussi un point de (ABD); ses coordonnées vérifient le systéme

X = =2t-3
y = 10r+14
z = 13414 SR
—-2x+10y+13z = 55

En remplacant dans la derniere équation x, y et z par leurs expressions en fonction de
t, on obtient :

1 1
4. OnaV=gx.sz{(ABCD)xKI=§><2\/273><\/27 =

Jour 1

-2(-2t-3)+10(10¢+14) +13(13¢+14) =55
< 4t+6+1007+140+169t1+182 =55 < 273t =-273 < t=-1.

Les premieres équations donnent alors
x=2-3=-1, y=-10+14=4etz=-13+14=1.
Le point I a donc pour coordonnées (—1; 4; 1).

(c) ABCD étant un rectangle le point D appartient au plan (ABD). Donc la hauteur de la

pyramide KABCD de base ABCD est [KI].

2
Ki| -10 | donne KI2 = 4 + 100 + 169 = 273 et enfin KI = v/273.
~13

2><273_2><3><91
R

=182.

Exercice 2 — Suites — Amérique du Nord 18 mai 2021

1.

(@)

(b)

(©)

Montrons par récurrence que Vn €N, T), = 20.

Initialisation : To = 180 = 20. Linitialisation est vérifiée.

Hérédité : Soit n € N, et supposons que Tj, = 0. Montrons que Ty = 20.

T, =220 < 0,955 x T, 20,955 x20 < 0,9557, =19,1

< 0,9557,+0,9=19,1+0,9 < 0,955T,, + 0,9 = 20. Donc T+ = 20. L'hérédité est
démontrée.

Conclusion : La proposition est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle I'est
aussi au rang n + 1. D’apres 'axiome de récurrence, Vn e N, T), = 20.

vneN, Tp4+1-17,=0,955T7,+0,9-T,=-0,045T,+0,9 = —0,()45(T,, - %)
=—0,045(T, — 20).

Or d’apres la question précédente, Vn e N, T, =20 donc T, —20 = 0.
DoncVneN, T,i1 — Ty, < 0. La suite (Ty) ,en est donc décroissante.

La suite (T},) nen est donc décroissante et minorée par 20. Donc d’apres le théoréeme de
convergence monotone, la suite (T},) ,eny converge vers une limite finie supérieure ou
égale a 20.

2. OnnoteVneN, u, =T, —20.

(@)

(b)

(©)

vneN, ups1 =Tp41-20=0,955%x T, +0,9-20=0,955T,, — 19,1 =0,955(Tn—
=0,955(T,, —20) = 0,955 uy,.

Donc Vn eN, u,+1 = 0,955u, donc la suite (u,,) est géométrique de raison 0,955 et de
premier terme 1y = Tp — 20 = 160.

VneN, u, =uyxq" =160 x0,955".

DeplusVneN, u, = T, — 20 donc Ty, = u, +20 = 160 x 0,955" + 20.
lim 0,955" =0car0,955€]—1; 1[. Donc lim T, =20.

n—-+oo n—+o0o

19,1 )
0,955
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(d) T, <120 < 160x0,955" +20 < 120 < 160 x 0,955" < 120 — 20 < 160 x 0,955" <
100

100 5
<~ 0,955 < 160 <~ 0,955" < 3

Sachant que la fonction f : x — In(x) est strictement croissante sur ]0; +oo[, on obtient :

5 5
In(0,955") <1n (5) <— nx1In(0,955) <In (g) OrIn(0,955) < 0 donc,

5
In (—) In (ﬁ)
ns— 8 _\8)
~ In(0,955) In(0,955)
3. (a) Lorsque le gateau est sorti du four, il va céder son énergie (sa chaleur) a I'extérieur (en-

vironnement ambiant). Sa masse étant trés faible par rapport a celle de 'extérieur, il va
diminuer sa température pour atteindre celle de |'extérieur, soit 20° C.

. Ala calculatrice, ~10,21doncn=11.

(b) La fonction Python décrite est un algorithme de seuil : on cherche a partir de quand,
la température devient inférieure ou égale au seuil fixé (ici 'argument de la fonction
seuil() qui est x). La valeur renvoyée sera le premier entier vérifiant T;, < x.
temp(120) fournira le premier nombre entier 7 tel que T}, < 120, soit d’aprés la question
précédente, n = 11. Dans le contexte de 'exercice, il faudra donc 11 minutes avant que
la température du plat soit inférieure ou égale a 120° C

Exercice 3 — Probabilités — Métropole La Réunion 12 septembre 2023
Partie A

1. On complete 'arbre pondéré ci-dessous modélisant la situation.

T
— 0,992

0,008 _

0,004 — 7

0,996 T
_ 0,016 —

£ 0,984 _

T T

2. (a) Laprobabilité que la vache ne soit pas atteinte par I'infection et que son test soit négatif
est: P(TnT) =0,996 x 0,984 ~ 0,980,
(b) La probabilité que la vache présente un test positif est P(T).
D’apres la formule des probabilités totales :
P(M=P(UNnT)+P (Tﬂ T) =0,004 x 0,992 + 0,996 x 0,016 = 0,019904 soit 0,020 2 103
pres,
(c) La «valeur prédictive positive du test » est la probabilité que la vache soit atteinte par

I'infection sachant que son test est positif, c’est-a-dire : Py ().
P(INT) 0,004 x0,992

P(T) 0,02

Pr(l)= =~ 0,199

Jour 1

(d) Le test donne une information erronée sur I'état de santé de la vache lorsque la vache
n’est pas infectée et présente un résultat positif au test, c’est-a-dire avec une probabilité

de P (7 n T), oulorsque la vache estinfectée et présente un résultat négatif au test, c’est-

a-dire avec une probabilité de P (I n 7).

La probabilité que ce test donne une information erronée sur Iétat de santé de la vache
est donc : P(TnT)+ P(InT) = 0,996 x 0,016 + 0,004 x 0,008 = 0,015968 ~ 0,016 au
millieme pres.

Partie B

3. Lorsqu’on choisit au hasard dans la région un échantillon de 100 vaches, on assimile ce choix
a un tirage avec remise. On rappelle que, pour une vache choisie au hasard dans la région,
la probabilité que le test soit positif est égale a 0,02. On note X la variable aléatoire qui a
un échantillon de 100 vaches de la région choisies au hasard associe le nombre de vaches
présentant un test positif dans cet échantillon.

(a) Lexpérience élémentaire consiste a savoir si, pour une vache donnée, le test est positif
(avec une probabilité p = 0,02) ou non; il n’y a donc que deux issues.
On exécute cette expérience élémentaire 100 fois pour extraire un échantillon de taille
n =100 en assimilant ce choix a un tirage avec remise.
La variable aléatoire X qui donne le nombre de vaches présentant un test positif dans
cet échantillon suit donc la loi binomiale de parameétres n = 100 et p = 0,02.

(b) La probabilité que dans un échantillon de 100 vaches, il y ait exactement 3 vaches pré-

‘s 100 3 100-3
sentant un test positifest: P(X =3) = 3 x0,02° x (1-0,02) =~ 0,182.

(c) Laprobabilité que dans un échantillon de 100 vaches, il y ait au plus 3 vaches présentant
un test positif est : P(X < 3) = 0,859 (résultat donné par la calculatrice).

4. On choisit a présent un échantillon de n vaches dans cette région, n étant un entier naturel
non nul. On admet que I'on peut assimiler ce choix a un tirage avec remise.
La valeur minimale de n pour que la probabilité qu’il y ait, dans I"échantillon, au moins une
vache testée positive, soit supérieure ou égale a 0,99 est telle que P(X = 1) = 0,99.
C’est-a-dire: 1-P(X =0) = 0,99 ou encore: 0,01 = P(X =0).
On résout I'inéquation : P(X =0) <0,01.

P(X=0)= (Z) x0,02° x (1-0,02)"%=0,98"

n n In(0,01)
0,98"<0,01 < In(0,98") <In(0,01) < n x1In(0,98) <In(0,01) < n= m
nv,

. In(0,01)

In(0,98)

lité qu’il y ait, dans I’échantillon, au moins une vache testée positive, soit supérieure ou égale
a0,99.

=~ 227,95 donc il faut un échantillon d’au moins 228 vaches pour que la probabi-
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Exercice 4 — Fonction logarithme — La Réunion 28 mars 2023

1. On cherche les limites de la fonction f en 0 et en +oo.

¢ On sait que lirrol xIn(x) =0 donc linol Bx+1-2xIn(x)) =1etdonc liIIol fx)=1.
0 30 o0

e f(x)=xB-2In(x)) +1.

lim In(x) = +oodonc lim (3-2In(x)) = —oo.
X—+00 X—+00

On en déduit que lim x(3-2In(x)) = —ocoetdoncque lim f(x)=—oo.
X—+00 X—+00

2. (a) Sur]O0; +ool, f'(x) =3+0-2x1In(x) —2x x % =3-2In(x)-2=1-2In(x).
(b) On étudier le signe de f’ sur I'intervalle |0 ; +ool.
flx)>0 <= 1-2In(x) >0 < %>1n(x) — x<e?
f(e?) =3e% +1-2¢% xIn(e?] =3e +1-2¢% x % =3eZ+1—e? =22 +1~4,3.

On en déduit le tableau des variations de f sur I'intervalle ]0 ; +ool.

X 0 el/2 +00
f(x) + 0 -
22 +1
1 —00

1
3. (a) Le maximum de la fonction f vaut 2e2 +1 > 0; on complete le tableau des variations de

f

+00

La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ donc continue sur cet intervalle.

1
e Sur l'intervalle ]—oo, ez [, la fonction f est strictement positive donc I'’équation
f(x) =0n’apas de solution.

Jour 1

1
e Sur l'intervalle ]ei ; +oo[, la fonction f est continue et strictement décroissante;

elle passe d'une valeur positive a une valeur négative donc, d’aprés le corollaire
du théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet une solution
unique sur cet intervalle. On 'appelle a.

On en déduit que 'équation f(x) = 0 admet une solution unique a sur ]0; +ool, et que
1
cette solution appartient a I'intervalle ]ei ; +00 [

(b) D’apres le tableau de variations précédent, le signe de la fonction f sur ]0; +oo[ est
donné par le tableau :

+00

fx +

Donc f(x) >0sur]0; af, f(a) =0et f(x) <Osur]a; +ool.
4. On considere une primitive quelconque de la fonction f sur l'intervalle ]0 ; +oo[. On la note
F.
La fonction F a pour dérivée la fonction f qui est positive sur [e% ;a [ ; donc F est croissante
sur cet intervalle, ce qui contredit I'affirmation proposée.
5. (a) Pour étudier la convexité de la fonction f sur ]0; +oo[, on calcule la dérivée seconde
f// .
1 ]' 2 2 . .
f"(x)=0-2x — =—-—<0sur]0; +oo[; on en déduit que la fonction f est concave sur
X X
10; +ool et que sur cet intervalle, la courbe € est située au dessous des ses tangentes.
(b) Soit T la tangente a la courbe 6 au point d’abscisse 1.
T a pour équation y = f'(1) (x— 1) + f(1).
* f(x)=3x+1-2xIn(x)donc f(1)=3x1+1-2x1xIn(1)=4
e f'(x)=1-2In(x) donc f'(1)=1-2xIn(1) =1
Donc T a pour équation y =1(x—1)+4 soit y =x+3.
(c) Lacourbe ¥ est en dessous de ses tangentes donc de la tangente T et donc, pour tout x
de]0; +oof,ona f(x) < x+3.

2x 2
fX)<x+3 &< 3x+1-2xIn(x) < x+3 < 2x-2<2xIn(x) = % 2x <In(x)
X X

1
— 1-—<Inx)
X

1
Dongc, pour tout x de ]J0; +oo[,ona:In(x)=1—-—.
X

Exercice 5 — Géométrie dans I'espace — Nouvelle-Calédonie 27 octobre 2022

1. B(6;4;0), E@0;4;4), F(6;4;4), G(6;0;4).
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2.

3.

5.

Ona </ (EFGH) =6 x4 = 24.

La hauteur de la pyramide est égale a 6 —4 =2, donc:
1

V(EFGHS) = 3 x 24 x 2 =16.

D’autre part V(ABCDEFGH) =6 x 4 x 4 = 96.

Le volume de la maison est donc égal a 16 + 96 = 112.
V(EFGHS) 16 4 1
V(maison) 11228 7

(@ OnaEF|0|etES|-2].
0 2

EF- 7 =6x0+0x1+0x1=0et
ES- 7 =3x0-2x1+2x1=0.
Le vecteur 77 orthogonal a deux vecteurs manifestement non colinéaires du plan (EFS)
est donc normal a ce plan.
(b) Le résultat précédent montre que :
M(x;y; 2)€(EFS) < 0x+1y+1z=d, deR.
Or, par exemple E(0; 4;4) € (EFS) < 0+4+4=d < d =8.

Onadonc M(x; y; z) € (EFS) < y+2z=8.

xX—2 = 0t
(@ OnaM(kx; y; 2 € (PQ < Q_M:Jc', (teR) — y-3 = 0t <
z-=55 = 1t
x = 2
y = 3 , (teR).
z = b5,5+¢

(b) Les coordonnées du point P vérifient les équations paramétriques de la droite (PQ) et
du plan (EFS), donc du systéme :

X = 2
y =3 =>3+55+1t=8 < t=-0,5
z = 55+t ’ e
y+z = 8

Conclusion : P(2; 3; 5).
(c) OnaPQ?>=(2-2)?>+3-3)2+(5,5-5)?>=0,25, donc PQ =0,5.

6 0
A a pour vecteur directeur § | —4 | etla droite (PQ) a pour vecteur directeur k |0 | : ces deux
4 1

vecteurs ne sont pas colinéaires donc les droites ne sont pas paralleles.

Elles sont sécantes s’il existe un point M(x; y; z) dontles coordonnées vérifient les équations
des deux droites soit le systeme :

1. De u(x) = x2e*, on déduit que u'(x) = 2xe* + x%e* =

Jour 1

x = 2

y = 3

z = b5,5+¢
X = —-4+46s
y = T7-4s

z = 2+44s

On en déduit (équations 1 et 4) que 2 =-4+6s < 6 =65 < s=1 et (équations 3 et 6)
que5,5+t=2+4 < t=0,5.
Il existe donc un point commun aux deux droites de coordonnées (2; 3; 4)
Reprenons les équations paramétriques de la droite (PQ) : M(x ; y; 2) € (PQ)
x = 2
y =3 )
z = 55+t
L'abscisse et 'ordonnée de tous les points de cette droite sont fixes, seule la cote varie de 5
pour P (correspondant a t = —0,5 a 5,5 pour Q (correspondant a ¢ = 0); autrement dit les
points du segment vérifient le systeme :

(teR)

x = 2
M(x; y; 2 €[PQ] &< y = 3 , (-0,5<1r<0).
z = b55+t¢

Le point commun aux deux droites correspond lui a ¢ = 0,5, donc n’appartient pas au seg-
ment [PQ] : autrement dit 'oiseau ne va pas percuter 'antenne représentée par le segment

(PQ].

Exercice 6 — Equations différentielles — Métropole 7 juin 2021

¥ (x? +2x) = x*e* + 2xe*, soit encore
u'(x) = u(x) + 2xe* ce qui signifie que u est une solution particuliere de (E).

2. Soit g(x) = f(x) — u(x)

(a) f estsolution del’équation différentielle (E) si et seulement si :
') = fx)+2xe* Q).
Or g(x) = f(x) —ulx) < f(x) = g(x) + u(x), d'ott on déduit, les deux fonctions étant
dérivables sur R : f/(x) = g'(x) + v (x).
Légalité (1) devient: g'(x) + ' (x) = g(x) + u(x) +2xe* (2).
Or on a vu dans la question précédente que u'(x) = u(x) +2xe*
L'équation (2) devient donc : g'(x) = g(x), ce qui signifie que la fonction g est solution
de I'’équation différentielle : y' = y.
(b) On sait que les solutions de I'équation différentielle y' = y sont les fonctions définies
par x— Ke*, avec K eR.
Doncona g(x) = Ke*, K€ Ret f(x) = Ke* + x%e”.
Les solutions de I'équation (E) sont les fonctions définies par: f(x) = (K + xz) e*, KeR.

3. Etude de la fonction u
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(a)

(b)

(©

On a u/(x) = x(x + 2)e*. Comme e* > 0, quel que soit x € R, le signe de u'(x) est celui du
trindme x(x+ 2) qui a pour racines —2 et 0.

On sait que ce trinOme est positif, sauf entre les racines :

u'(x)>0sur]—oo; —2[U[0; +ool;

u'(x)<0sur]-2; 0[;

u'(-2)=u'(0)=0.

De la question précédente il suit que u est croissante sauf sur ] —2 ; 0[ ou elle est dé-
croissante, u(-2) = 4e~2 et u(0) = 0 étant les deux extremums de la fonction sur R.

-2 0 +00

' est un produit de fonctions dérivables sur R, donc elle est dérivable sur R :

u'(x) = 2x+2)e" + (x* +2x) e¥ = e* (x? +4x+2).

Comme e* > 0, quel que soit x € R, le signe de u” (x) est celui du trindme X2 +4x+2=
(x+2)2—4+2=(x+2?2-2=(x+2)? - (V2)’ = (x+2+ V2) (x+2—-V2).

Les racines de ce trindme sont donc —v2 -2 et —v/2 + 2.

Le trindme donc u” (x) sont négatifs entre les racines.

Conclusion : la fonction est concave sur l'intervalle ] —V2-2;+V2-2 [

Exercice 7 — Probabilités — Centres Etrangers 11 mai 2022

Partie A

1. Recopier et compléter le tableau suivant avec les probabilités correspondantes.

2.

(@

A A Total
B 0,05 0,15 0,2
B 0,05 0,75 0,8
Total 0,1 0,9 1

La probabilité qu’'une paire de verres, prélevée au hasard dans la production, présente
un défaut pour au moins un des deux traitements T1 ou T2 est I’événement contraire
de I'évenement « une paire de verres ne présente aucun des deux défauts », donc sa

probabilité est égale 1 — 0,75 = 0,25. Ou encore P(AUB) =1— (ZOE).

Jour 1

(b) » OnaP(4)=1-P(4)=1-0,1=0,9;
« OnaP(B)=1-P(B)=1-0,2=0,8.
Donc P(AnB)=0,8-0,75=0,05 et
P(Bn4)=0,9-0,75=0,15.

Donc la probabilité qu'une paire de verres, prélevée au hasard dans la production, pré-
sente deux défauts est égale a :

P(ANB) = 1—p(Am§) —P(BnZ) —P(ZnE) =1-0,05-0,15-0,75 = 0,05.
(c) P(A)xP(B)=0,1x0,2=0,02et P(AnB)=0,05.
On adonc P(ANB) # P(A) x P(B) : les événements A et B ne sont pas indépendants.

3. OnaP(AnB)+P(Bn4)=0,05+0,15=0,2
P(AnB) 0,05 1
4. OnaPy(B)= ——— = ——=_.
P(A) 0,1 2
Partie B
1. La production est suffisamment importante pour que la probabilité d’avoir le défaut T'1 est

3.

égale a 0,1. Comme il y a 50 tirages indépendants, la variable aléatoire X suit une loi bino-
miale de parameétres n=50et p =0, 1.

. On sait que P(X =10) = (58) x 0,110 x (1 —0,1)5910,

1
La calculatrice donne P(X = 10) = 0,015 au milliéme pres.

La moyenne est 'espérance de la variable X et on sait que E(X) =nx p=50x0,1=5.

Exercice 8 — Fonction exponentielle — Polynésie 13 mars 2023

1. Affirmation : La fonction f définie sur R par f(x) = e® — x est convexe.

[ est définie et dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.
Ona f'(x) =e* -1, puis f"(x) =e*.
On sait que e* > 0 quel que soit x, donc f est convexe sur R. I'affirmation est vraie.

2. Affirmation :L'équation (2e* — 6) (e* +2) = 0 admet In(3) comme unique solution dans R.

Cette équation se traduit par :

2e* -6 0 ou
e*+2 =0

¢ On sait (voir ci-dessus) que e* > 0= e* + 2> 2 > 0. Donc la deuxieme équation n’a pas de

solution.

e 2e¥-6=0 < 2e*=6 < e* =3 < x=In3, par croissance de la fonction logarithme
népérien : c’est la seule solution donc I'affirmation est vraie.
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3. Affirmation :

. er _ 1
lim =0.
x—+o0 e* — x
2x 2x -2x -2x
e*—1 e*(l-e l1-e
ona _ e )« ).
eX—x eX(l—xe™ ™) (1-—xe™)
 Aunumérateur on sait que lim e ?*=0,donc lim 1-e>*=1;
X—+00 X—+00
) . U . X . x
¢ Audénominateur xe™ = — etl'onsaitque lim — =0,donc lim 1-xe ™ =1.
er x—+oo X X—+00
e -1
Le quotient a pour limite 1 et comme lim e* = +oco, on a finalement lim =400
X—+00 x—+o00 e¥ — x

I'affirmation est fausse.

4. Lafonction F est définie et dérivable sur R et sur cet intervalle :
F'(x) =2e3* +32x+ 1)e3* = e3*(2+6x+3) = (6x +5)e3* = f(x).
D’autre part F(0) = 1e°+4=1+4=5
F est donc la primitive de f sur R qui prend la valeur 5 quand x = 0, I'affirmation est vraie.
, _ 149+...4+5 50
5. L'execution donne ——— = — =
10 10

Laffirmation est fausse.



