Analyse

Suites (1€re partie)

Raisonnement par récurrence
Soit P(n) une proposition dépendant d’un entier
naturel n. On suppose que :

« (Initialisation) P(0) est vraie.

+ (Hérédité) Pour tout n € N, si on suppose que P(n)
est vraie alors P(n + 1) est vraie.

Alors, pour tout n € N, P(n) est vraie.

Somme (1)
Pour tout entier naturel n,

1
1424 4n=nntl)
Somme (2)

Soit ¢ € R.Si g # 1 alors pour toutn € N,
n4+1_

l+q+q +-+q" = T

Suite tendant vers +oco

lirf Uun = 400 si tout intervalle du type [A; +o0|
n— oo

contient tous les termes de la suite a partir d’'un
certain rang.
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Exemples fondamentaux
« lim n=+x +  lim n3:+oo
n——+oo n—-+oo
< lim n? =400 - lim Vn=+c0
n—+oo n——+oo
Suite tendant vers —co
lim w, = —oo sitout intervalle du type

n——+o0o
| — 00; A] contient tous les termes de la suite a partir

d’un certain rang.
Run

Théoréme de comparaison
Soit (un) et (v,,) deux suites telles que :
+ a partir d'un certain rang, u,, < v,

« lim wu, = +oc0
n—-+oo

Alors, lim v, = +4oo.
n——+oo

Suites convergentes

On dit que (uy) tend vers un réel £ quand n tend vers
400 si tout intervalle ouvert contenant £ contient tous
les termes de la suite a partir d’'un certain rang.
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Exemples fondamentaux
. 1 .
« lim —=0 + lim —3:0
n—+oo N n—+oo N
« lim — =0 . m — =20
n—+oo N n—-+oo n

Théoréme des gendarmes

Soit (un), (vn) et (wy) trois suites telles que :
+ apartir d'un certain rang, v, < U, < Wy,
lim w, =/foul e R.
n——+oo

« lim v, =

n—-+oo

Alors, lim wu, =/
n——+oo

Limitesde e ete "

« lim e" =40
n—-+oo

« lim e " =0
n—-+oo

Somme de limites

Si lim w, = l V4 a +00 | —o0 | +o0
nSytoo
et lim v, = V4 400 | —00 | +00 | —00 | —00
n—-oo
alors lim u, +v, = | £+ | 400 | —00 | +00 | —c0 Fl
notoo
Produit de limites
Si lim wu, = J4 L#£0 0 00
n——+oo
et lim v, = V4 00 00 00
n—-+oo
alors lim wu, xv, = | £x /¢ 00 FI. | o
n—+oo

Quotient de limites

Si lim wu, = 14 L#0 14 oo | 0| o0
n—+o0o
et lim v,= | ¢ #0 0 oo | ¥ 0| oo
n—+0oo
alors lim % — L 00 0 | oo | Fl|FL
n—-+oo Uy A

Formes indéterminées (F.I.)

Ily a quatre formes indéterminées : (+00) + (—00);
)

0 X oo; — et —.

Pour lever une forme indéterminée, il faut modifier

l'expression de la suite. Par exemple, si on a une

somme alors on essaye de la factoriser, et si on a un

produit, on essaye de le développer.

Dans le cas d’un polyndme ou d’une fraction

rationnelle, pour lever la forme indéterminée il faut

factoriser par le mondme de plus haut degré.

Suites (2éme partie)

Inégalité de Bernoulli

Pour tout n € N, pour touta > 0,
I+a)">1+an

Limite de ¢”

Soit ¢ un nombre réel.

« Sig>lalors lim ¢" = +oo.
n——+oo

« Sig=Tlalors lim ¢" =1.
n—

+oo

«Si—l1<g<1lalors lim ¢" =0.
n—-+oo

+ Sig < —1 alors la suite (¢™) n'a pas de limite.

Suites majorées, minorées, bornées

Soit (uy, ) une suite.

+ On dit que cette suite est majorée s'il existe un réel
M tel que:¥Vn € N, u,, < M. Dans ce cas, M
s'appelle un majorant de la suite (uy,).

+ On dit que cette suite est minorée s'il existe un réel
mtel que:Vn € N, m < uy. Dans ce cas, m
s'appelle un minorant de la suite (., ).

+ On dit que cette suite est bornée si elle est a la fois
majorée et minorée.

Théoréme de convergence monotone
+ Siune suite (u, ) est croissante et majorée par M,
alors elle converge vers un réel { tel que ¢ < M.

+ Siune suite (u,, ) est décroissante et minorée par m,
alors elle converge vers un réel £ tel que £ > m.

Suites croissantes non majorées

+ Siune suite (uy, ) est croissante et non majorée,
alors elle tend vers +oc.

+ Si une suite (uy, ) est décroissante et non minorée,
alors elle tend vers —oc.

Compléments sur la dérivation

Taux d’accroissement
Le taux d'accroisse};nent d’une fonction entre a et
a+ — fla
a—l—hest—f( 2 f(a)
Nombre dérive
Le nombre dérivé d’une fonction en un point a est la
limite du taux d’accroissement entre a et a + h (si elle
. . a+h)— f(a
existe) : f’(a) = }1le M

-0 h
Tangente
Le coefficient directeur de la tangente a la courbe
d’une fonction f en un point d’abscisse a est égal au
nombre dérivé [’ (a).
Une équation de la tangente en a est :
y = f'(a)(x —a)+ f(a)
Dérivée et extrema
Si f admet un extremum local en c alors f'(c) = 0.
Conséquence : la tangente a la courbe de f au niveau
d’un extremum est horizontale.

A Fles) =0

0

Réciproque : si f’ s'annule en point ¢ en changeant de
signes, alors f admet un extremum local en ce point.

Fonctions dérivées usuelles

Ensemble Ensemble
Fonction de dé- de déri- | Fonction dérivée
finition vabilité
fé?):R)’“ R R f'@) =0
f@)=az+b| R R f@) = a
flz) = a* R R f(2) = 2z
flzx) = 2* R R f'(z) = 32°
4 ((ff) EZN?;" R R f'(x) = na"t
=2 | ® R S0 =
f@) =vE | rY | 10400l | fi@) = ﬁ




Opérations et dérivation
s (utv) =u + 0

(w) = v'v 4w’
« (ku) = ku' (k € R)
(

Cay ==Y

v ,1)2

wy  uv—u
: (5) = Tz

Théoréme fondamental
- f est croissante sur [ si, et seulement si, f'(z) > 0
sur [

+ f estdécroissante sur I si, et seulement si,
f"(x) <Osurl

Dérivée d’'une fonction composée (1)

Soit u une fonction définie sur un intervalle I et v une
fonction définie sur un intervalle J tel que u(z) € J
pour tout x € I. La fonction qui a x € I associe
v(u(z)) s'appelle la fonction composée de u par v et

se note v o u.
VOoUu

| l

- u() ——» v(u(2))

u

Dérivée d’une fonction composée (1)
(wou) =u' x (v ou)

Dérivée d’'une fonction composée (2)

La dérivée de la fonction x — f(ax + b) est la
fonction x +— a X f'(ax +b)

Dérivée d’'une fonction composée (3)

< (") = xe"

(W =nxutt xd
r o
V) = 5

Dérivée seconde d’une fonction

On appelle dérivée seconde d’une f la dérivée de la

fonction dérivée f’ et on la note f”'.

Fonction convexe, fonction concave

+ Ondit que f est convexe sur [ si pour tous points A
et B de la courbe, le segment [AB] est situé
au-dessus de la courbe.

o

+ On dit que f est concave sur [ si pour tous points A

et B de la courbe, le segment [AB] est situé en
dessous de la courbe.

Convexiteé et dérivée premiére
« f est convexe sur I si, et seulement si, f’ est
croissante sur /.

« f est concave sur I si, et seulement si, f’ est
décroissante sur I.

Convexité et tangentes
- f est convexe sur [ si, et seulement si, la courbe de

f est au-dessus de toutes ses tangentes sur I.
A

A?L/ .

- f estconcave sur [ si, et seulement si, la courbe de

f est en dessous de toutes ses tangentes sur I.
N

f1\

Convexité et dérivée seconde
- f est convexe sur I si, et seulement si, f”/(z) > 0
sur [

- f est concave sur I si, et seulement si, f/(z) < 0
sur

Points d'inflexion

On dit qu'un point A de la courbe de f est un point
d’inflexion si la tangente a la courbe au point A
traverse la courbe.

Le point A de la courbe de la courbe d'abscisse a est
un point d'inflexion si, et seulement si, f”'(x) s'annule
en a en changeant de signe.

Limites de fonctions

Limite finie en +c0

lim f(z) = L sitout intervalle ouvert contenant
r— 400

L contient tous les f(z) dés que x est assez grand.
A

A
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Exemples fondamentaux en +-co

1 1
lim = =0 lim — =0(n € N7)
T — 400 in x— 400 33{7‘

Limite finie en —c0
lim f(z) = L sitout intervalle ouvert contenant
Tr—r— 00

L contient tous les f(x) dés que x est assez petit.

v

Exemples fondamentaux en —co

lim 1 =0 lim L =0(n € N¥)
T——00 rl r——00 xf
Jm oz =0 ln 7 =0

Asymptote horizontale

La droite d’équation y = L est une asymptote

horizontale a la courbe de f au voisinage de +0c ou

—oosi lim f(z)=Lou lim f(z)= L.
r—+00 T—>—00

K

y=1L

Limite infinie en +00 ou —00

lim f(z) = +oo (respectivement
T —+00

lim f(z) = +o00) si pour tout réel A, lintervalle
T——o00

A, +00] contient tous les f(x) dés que x est
suffisamment grand (respectivement dés que x est
suffisamment petit).

|

Exemples fondamentaux

Limites en 400 : Limites en —o0 :

« lim =400 ¢« lim z=—-0
xr—+00 T——00
. 2 :
« lim z° =+ « lim z°=+o00
r—+o00 T—r—00
« lim 2" =+ « lim 2" =
T — 400 T——00
*
pourtoutn € N +4-00 si n est pair
. mEToo Vz = 400 —00 sin est impair

Limite infinie en un point ¢
lim f(z) = o0 si pour tout nombre réel A,
Tr—a

Uintervalle ] A, 4+o00[ contient tous les f(z) dés que
est assez proche de a.

]
-

l
l
l
1
I
|
[
[
[
1
a




Exemples fondamentaux
.1 .
+ lim — = 400 pour « lim — = -0
z—0 ™ z—0 T
x>0 <0
toutn € N*. o1
1 © lim — =
« lim — = 400 20w
z—0 \/E . 3
x>0 —+00 si n est pair
—o0 si n est impair
Asymptote vertical

On dit que la droite d’équation = = a est une
asymptote verticale a la courbe d’une fonction f si
lim f(z) = 400 ou —o0.

Tr—ra

A

~ la

-

Opération sur les limites : somme
Dans les tableaux suivants, a désigne un réel, ou +oo
ou —oo; £ et £ sont des réels.

Si lim f(z) = ¢ 14 4 400 | —00 | 400
2—a
etlim g(z) = | ¢ o0 | =00 | +o0 | =00 | —o0
aa

L+l | +o00 | —0 | +00 | —o0 Fl.

alors lim f(z) + g(z) =
2—a

Opération sur les limites : produit

Si lim f(x) = l L#0 0 00
r—a
et lim g(z) = 4 00 oo | oo

Lx oo

alors lim f(z) x g(z) =
r—a

Opération sur les limites : quotient

Si lim f(z) = l L#0 | £ | oo | 0|
r—a

et limg(z) = | ¢’ #0 0 co | £ | 0| oo
T—ra

alors lim M = £ o0 0 | oo | FlI | FL
z—a q(‘x) 14

Limite d’'une fonction composée
lim f(z) =b

Si ””1?“ (X) =
i, g(X) =

Théorémes de comparaison
Soit a un réel, ou +00 ou —o0.

alors lim g(f(z)) = ¢

r—ra

+ si pour tout réel x voisinde aona g(z) < f(x) et
si lim g(x) = +ooalors lim f(x) = +oo
r—ra Tr—ra

« si pour tout réel  voisin de a on
si lim g(x) = —ooalors lim f
Tr—ra Tr—a
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Théoréme des gendarmes
Soit a un réel, ou +00 ou —00. Si :

« pour z voisin de a, g(z) < f(z) < h(z)
« lim g(z) = lim h(z) =¢
r—ra Tr—a

Alors lim f(x) = L.

Tr—ra
Limites de la fonction exponentielle

lim e” = +oo
xr—+o00

lim e =0
xr—r— 00
Croissances comparées

Pour tout entier naturel n,
€T

. e
¢« lim — =+
z—+oo ™

lim z"e” =0
T——00

Continuité d’une fonction
+ On dit que f est continue en « si, et seulement si,

lim () = f(a).

+ Ondit que f est continue sur [ si, f est continue en
tout point a de l'intervalle /.

f est continue ena

Continuité des fonctions usuelles

+ Les fonctions polyndmes, la fonction exponentielle,
la fonction racine carrée et la fonction valeur
absolue sont continues sur leur ensemble de
définition.

f n’est pas continue en a

+ La somme, le produit, le quotient et la composée de
fonctions continues sont des fonctions continues
sur chacun des intervalles ou elles sont définies.

Dérivabilité et continuité
Toute fonction dérivable sur un intervalle [ est
continue sur 1.

Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].
Pour tout nombre réel k compris entre f(a) et f(b), il
existe au moins un réel v € [a, b] tel que f(a) = k.

Corollaire du TVI
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] et k
un réel. On suppose que:

« [ est continue sur [a, ]
« [ est strictement monotone sur [a, b]
+ k est compris entre f(a) et f(b)

alors 'équation f(x) = k posséde une unique
solution « sur [a, b].
Y
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Image d’une suite convergente par une fonction
continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle / et soit
(un) une suite & valeurs dans 1.

Si (un) converge vers un réel £ de I alors f(uy)
converge vers f(().

Théoréme du point fixe

Soit f une fonction continue sur un intervalle [ et soit
(un) une suite telle que, pour tout entier naturel n,
Unt1 = f(un). Silasuite (u, ) converge vers un réel
£ alors £ vérifie l'égalité £ = f(¢).

Fonction logarithme

Fonction réciproque de la fonction exponentielle

+ Sia > 0, l'équation e® = a posséde une unique
solution qu’on appelle logarithme népérien de a et
qu'on note In(a).

+ La fonction logarithme népérien est la fonction
définie sur ]0; +-0o[ quia z > 0 associe In(x).

+ Dans un repére orthonormé, les courbes des
fonctions exponentielle et logarithme sont
symeétriques par rapport a la droite d’équation
Yy = x.

/exp /,

\:

and
N
4

Premiéres propriétés du logarithme

+ Pour tout réel a et tout b > 0,
b=e" < a=In(b).

« Pour toutréel g, In(e®) = a

- Pourtout réel b > 0, e = p

« In(1) =0etln(e) =1

Relation fonctionnelle (1)

Pour tout a > 0, pour tout b > 0,

In(a x b) = In(a) + In(b)

Relation fonctionnelle (1)

Pour tous nombres a > O etb > 0,

« In (%) =1In(a) — In(b)

. In (%) — _In(b)

« In(a™) =n x In(a) (n € N)

- In(v/a) = 5 In(a)
Limites aux bornes

« lim In(z) = 400
r—+00

+ lim In(z) = —o0
z—0
>0



Dérivée et sens de variation Lien entre primitives d’'une méme fonction Primitives et composées Equation différentielle /' = ay + b

La fonction logarithme est dérivable sur ]0; +oof et Si F' et GG sont deux primitives d’une fonction f sur un ] Les solutions sur R de I'’équation différentielle
pour tout réel x > 0, intervalle  alors il existe un réel k tel que Fonction f d[;°v’glai'd"ifé Une primitive F° 1y’ = ay + b sont les fonctions de la forme
1 —
In'(z) = —. G . Fer k - . z +— C x e* — —, ot C est une constante réelle.
T, Unique primitive prenant une valeur donnee o - . a
Sens de variation Il existe une unique primitive G de f telle que f=u"xd (nel) 1 F= v Equation différentielle y' = ay + f
- In(a) =In(b) <= a=1b G(xo0) = yo. — Les solutions sur R de 'équation différentielle
en tou .
* In(a) <In(b) <= a<b Existence de primitives o ) sel | L -1 1 Yy =ay+ ]:Isont les fonctions de la forme )
Toute fonction continue sur un intervalle admet des f=@>1 u;i‘;‘;eu =17 un! T O xe™ + 9(37) ot C'estune constante réelle
x 0 1 +00 primitives. — e's ou g est une solution particuliére de 'équation
Primitives des fonctions usuelles P z€l F o= () y=ay+
- el que - . .
oo © o
In 0 ~ F i Freofing en tout .
- onction f Une primitive F' o cel i Equation COS(I) —a
f = — - F = 2yu
0 v uzi)qfo ' cos(z) = cos(a) <= z=a+k x 2mwou
. . . =— kx2n(keZ
Signe de la fonction logarithme f@) = a Fz) = az ’ v at lﬂ (k€Z)
In(z) >0 < z>1letln(z) <0 < =< 1. Jo= e 1 Fo= et
’ 0 ! Bl f(x) = 2" (n € N) F(z) = L gt
ln(:v) _ 0 4 n+1 f = ucos(u) I F = sin(u)
Croissances comparées @) = 2m>1) | Fla) = —- x 2 -
Pour tout entier naturel n, xm n—1" zr! f = u'cos(u) I F = —cos(u)
. In(z)
L =0 J@) = F(z) = ()
li 8! =0 f=ux@ou 1 F = vou
xl_gl?x n(z) = X
. f@) = = F(z) = 2@ Lo ) o
Fonction composée avec le logarithme NG (@) v Equation (.ilfferentlelle y=ay Pour résoudre une équation du type cos(z) = a, on
o + Les solutions sur R de I'équation différentielle essaie d’abord d’écrire a sous la forme a = cos(«).
(In(u)) = - f@) = e F(z) = Leos y = éy sont les focn’ctions de laforme . Inéquation cos(z) < a
“ x — €' x e, ot C' est une constante réelle. Pour résoudre une inéquation de la forme
Primitives et équations difféerentielles + Lallure des courbes des solutions de l'équation cos(z) < cos(a), on repére tous les points du cercle
. . . . . f(z) = cos(x) F(z) = sin(z) différentielle 3y’ = ay est la suivante : trigonométrique dont l'abscisse est inférieure ou égale
Notion d’équation differentielle ' a cos(a).
+ Une équation différentielle est une équation dont
linconnue est une fonction y et qui se présente flz) = sin(z) F(z) = —cos(z) >0
sous la forme d’une relation entre cette fonction, ses

dérivées successives et la variable z.

+ On dit que la fonction F' est solution de I'équation Somme et produit par un réel

différentielle y' = f si, et seulement si, F' est Soit f et g deux fonctions et soit /" et (7 deux <0 cos(a)
dérivable sur I et pour tout 2 € I, F’(z) = f(z).  Primitives de ces fonctions. "
+ Une primitive de f + g est F' 4 G. a>0

Primitive d’une fonction sur un intervalle

On dit qu’une fonction F' est une primitive de f si
pourtoutz € I, F'(x) = f(x).

Autrement dit, F’ est une primitive de f si F' est
solution de 'équation différentielle ¢y = f.

+ Sik € R, une primitive de k x festk x F. -

Pour résoudre une équation du type cos(x) < @, on
essaie d'abord d’écrire a sous la forme a = cos(a).

A\

Q Q %‘Q Q§
A4

<0
a<0:



Valeurs remarquables du cosinus et du sinus

T T T T
Ty Tz 2
v 0 6 4 3 2 T T
1| vV2 | V3
~ VI = A -1 1
cos(x) 3 5 5 0
1 V2 1
i 0| = —_— = 1 0 0
sin(z) 3 5 5

Fonction sinus

+ La fonction sinus est 27-périodique :
Vo € R, sin(z + 27) = sin(x).

+ La fonction sinus est impaire :
Vz € R,sin(—z) = —sin(x).

+ La fonction sinus est dérivable sur R et

Vo € R,sin’(z) = cos(z).

Fonction cosinus

+ La fonction cosinus est 27-périodique :

Vx € R, cos(x + 27) = cos(x).

+ La fonction cosinus est paire :
Vr € R, cos(—x) = cos(z).
+ La fonction cosinus est dérivable sur R et

x -7 *% 0 % T
sin’(z) - 0 + 0 _
0 1

sin \ . 0 \
- 0
p
1T 1

\ —7/2 | \

Vo € R, cos’(z) = —sin(z).
x -7 *% 0 E T
sin’(z) — 0 + 0 -
0
sin \ /0/ \

T 4

/A

Calcul intégral

Unités d’aire

Si (O, I, J) est un repére orthogonal, on appelle unité
d'aire (ou u.a.) laire du rectangle OI JK ou K(1;1).
Intégrale d’une fonction positive

Soit f une fonction continue et positive sur un
intervalle [a, b]. Lintégrale de a a b de f est l'aire A,
en unités d'aire, du domaine compris entre :

+ lacourbe C de f

+ l'axe des abscisses

+ les droites d’équations x = a etz = b.

b
Lintégrale de a a b de f se note / f(z)dz

7
7

J| K

(0] 1

Théoréme fondamental
Si f est une fonction continue et positive sur un
intervalle [a, b] alors la fonction FY, définie sur [a, ]

par N
z) = / £(t) dt

est l'unique primitive de f qui s'annule en a.

Calcul d'une intégrale avec une primitive

Si f est une fonction continue et positive sur [a, b] et
si F" est une primitive de f sur [a, ] alors

/ f(t)dt = F(b) — F(a).
¢ b

Ce nombre se note aussi [F'(t)],.

Intégrale d’une fonction de signe quelconque

Si f une fonction continue sur un intervalle [ et soit I
une primitive de f sur I alors intégrale de a a b de f
est définie par

/°f ) do = F(b) - F(a).

Relation de Chasles
Pour tous réels a, b et ¢ dans I,

/:f(:c) dz = /abf(:c) dz + /bcf(m) dz

Linéarité de lintégrale
Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b]. Soit k
un réel.

. /abf(x)Jrg(z)dx:/abf(x)dw+/abg(:v)d:r
-/abkxf(m)dx:kx/abf(m)dx

Positivité de l'intégrale
+ Sipourtout z € [a, b],

/abf(x)dm>()

+ Sipourtout z € [a,b], f(z) > g(x) alors

AUqu>LZuwx

Intégration par parties
Pour tous réels a et b,

/ab w(z)v'(z) doz =
)M@E—/mw@wwwm

0 alors

f(z) >

[u(=

Valeur moyenne d'une fonction
La valeur moyenne de f sur [a, b] est le nombre

3
L

La valeur moyenne est la hauteur du rectangle de base

b — a qui a la méme aire que celle sous la courbe de f.

A

Azééégy
Aire sSous une courbe

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].
On note A l'aire de la surface délimitée par la courbe
de f, l'axe des abscisses et les droites d’équations
r=aetx =bh

b
+ Si f est positive sur [a, ], A = / f(z) dx

b
+ Si f est négative sur [a, b], A = —/ f(x)dx

« Si f est de signe quelconque sur [a, b], on
décompose la courbe selon que la fonction est
positive ou négative.

A=A — Az + A3

3
%/\fh @/
v ZIN
G b

Az

Aire entre deux courbes
Laire A du domaine du plan délimité par les courbes
de f, de g et les droites d’équation x = a etx = best

A= / " f@) - gla)da




Rappels sur les ensembles
Soit IV et I deux ensembles.

+ On dit que deux ensembles F' et F' sont disjoints
s'ils n'ont aucun élément en commun, c’est-a-dire
lorsque £ N F = (.

+ Ondit que F est inclus dans F si tous les éléments
de F' appartiennenta /. On note F' C F.

Principe additif

Si I/ est un ensemble fini a n élements, si /' un
ensemble fini a m éléments alors et si & et I sont
disjoints alors ' U F' posséde exactement 1 + m
éléments.

Produit cartésien

Le produit cartésien ¥ X F' (« E croix F'») est
l'ensemble des couples (x; y) ol x est un élément de
FE ety un élémentde F.

Principe multiplicatif

Si [~ un ensemble fini non vide a n éléments et /' un
ensemble fini non vide a m éléments alors 'ensemble
E x F posséde n. X m éléments.

Ensemble des /-uplets d’'un ensemble
Lensemble £ X E x --- x E se note E” et ses
éléments s'appellent des k-uplets ou k-listes de F.
Un k-uplet de F est donc une suite (21,2, -+ , k)
de k éléments de F.

Nombre de %-uplets d’'un ensemble

Si E est un ensemble fini a n éléments, le nombre de
k-uplets de  est n”.

Nombre de /-uplets d’éléments distincts

Soit & un entier naturel non nul et soit ' un ensemble
fini a n éléments. Le nombre de k-uplets d’éléments
distincts (c’est-a-dire qui ne contiennent pas deux fois
le méme élément) est
nx(n—1)xm—=2)x--x(n—k+1)
Permutations

Soit [~ un ensemble fini a n éléments. Une
permutation est un n-uplet d’éléments distincts de F.
Factorielle d'un entier

Pour tout entier naturel n,
nl=1x2x---x(n-1)xn.

Par convention, on pose 0! = 1.

Nombre de permutations

Soit I~ un ensemble fini a n éléments. Ily a
exactement n! permutations de 7.

Nombre de parties d’'un ensemble

+ Soit &/ un ensemble. Un ensemble I s'appelle une
partie de F' si F' estinclus dans F (F' C F).

+ Soit & un ensemble fini a n éléments. Alors £
posséde exactement 2" parties.

Combinaisons

Soit £/ un ensemble fini a n éléments et & un entier

naturel inférieur ou égal a n.

+ On appelle combinaison de k éléments de F toute
partie de £ qui posséde k éléments.

+ Le nombre de combinaisons de k éléments de £ se

note et se lit « £ parmi n ».
Nombre de combinaisons
Soit 1 un entier naturel et &£ un entier naturel inférieur

ou égal an.
(u,) _ nX(n—-1)X---X(n—k+1) __ n!
k) — k! T kl(n—k)!

Symétrie des combinaisons

(2 =)

Relation de Pascal

SR

Triangle de Pascal

Le triangle de Pascal est un tableau qui permet de

déterminer les nombres ('), de la fagon suivante :

+ les nombres de la premiére colonne valent 1

« les nombres de la diagonale valent 1

+ chaque autre nombre est la somme du nombre situé
juste au-dessus et de celui situé au-dessus a gauche

n\k |0 1 2 3|4
0 |1

1 T 1

2 1)

3 1] 3 [B)]1

I [1] 4 6 |41

Somme du nombre de combinaisons
La somme des éléments de la ligne d’indice n du
triangle de Pascal vaut 2" :

- n
=2".
> (7)

Epreuves indépendantes
Deux épreuves sont indépendantes si le résultat de
'une ne dépend pas du résultat de l'autre.

Succession d’épreuves indépendantes

« Lunivers d'une succession de n épreuves dont les
univers sont €21, (2o, ..., 2, est le produit cartésien
Q1 X Qo X -+ X Q.

+ Une issue est alors un n-uplet (z1,x2, ..., x,) ol
x; est une issue de la 7-éme épreuve. Sa probabilité
est égale au produit des probabilités de chacune des
issues x; du n-uplet.

Epreuve de Bernoulli
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire
a deux issues : l'une qu’on appelle « succés » (noté .S)
dont la probabilité est notée p et l'autre qu’on appelle
« échec » (noté S) dont la probabilité est 1 — p.
=
1—p S
Loi de Bernoulli
Une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli si X
prend la valeur 1 en cas de succes et 0 en cas d’échec
dans une épreuve de Bernoulli.
Sa loi de probabilité est :
T 0 1|
PX=uz;) |[1-p | p|
Espérance et variance de la loi de Bernoulli

Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, alors
E(X)=petV(X)=p(—p).

Schéma de Bernoulli

Un schéma de Bernoulli de paramétres n et p est une
expérience aléatoire consistant a répéter n fois de
suite de maniére identique et indépendante une
méme épreuve de Bernoulli de paramétre p.

Nombre de chemins avec % succés
Dans un arbre associé a un schéma de Bernoulli a

répétitions, ily a chemins contenant

n
k
exactement & succés (et donc n — k échecs).

Loi binomiale

Une variable aléatoire X suit une loi binomiale de
paramétres n et p si X compte le nombre de succées
dans un schéma de Bernoulli de paramétres n et p.

Loi de probabilité d’une loi binomiale

Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p, la
probabilité d’avoir & succés est :

P(X =k)=(}) x pFx (1—p)n*
Espérance, variance et écart-type de la loi
binomiale

Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p alors

- BE(X)=np
C V(X) = np(1 — p)
 o(X) = v/np(l —p)

Produit d’une variable aléatoire par un réel

Si X une variable aléatoire qui prend les valeurs
T1,Ta2,..., T, etaestunréel, lavariable aléatoire

a X est la variable aléatoire qui prend les valeurs ax;
(pour 1 < 7 < n)telle que

P(aX = ax;) = P(X = ;).

Somme de deux variables aléatoires

Soit X et Y deux variables aléatoires qui prennent les
valeurs 1,2, ..., Ty €ty1,y2, -+, Ym. La variable
aléatoire X + Y est la variable aléatoire qui prend les
valeurs ; + y; (pour 1 <i < netl < j<m)telle
que P(X + Y = k) est la somme de toutes les
probabilités P(X = z; N'Y = y;) pour lesquels

zi +y; = k.

Linéarité de 'espérance

Soit X et Y deux variables aléatoires et a un réel.

« E(aX) =aE(X)

c E(X+Y)=EX)+ E(®Y)

Variables indépendantes

On dit que deux variables aléatoires X et Y sont
indépendantes si elles sont associées a des épreuves
indépendantes.

Variance pour des variables indépendantes

Soit X et Y deux variables indépendantes et a un
réel.

- V(aX) = a?V(z).

s V(X 4Y)=V(X)+V(Y).

Loi binomiale et somme de variables de Bernoulli
Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p alors
X peut s'écrire comme la somme de 7 variables
aléatoires de Bernoulli indépendantes de paramétre p.
Echantillon d’une loi de probabilité

Un échantillon de taille  d’une loi de probabilité est
une liste (X1, X2, ..., X,,) de variables aléatoires
indépendantes qui suivent toutes cette loi de
probabilité.



Somme et moyenne d’un échantillon
+ La somme d’'un échantillon est la variable aléatoire
Sn=X1+Xo+- -+ X,
+ La moyenne d'un échantillon est la variable
X1+ Xo+--+ X,
n

aléatoire M,, =

Espérance, variance et écart-type de la somme
d’un échantillon

« B(S,) =nE(X1)

« V(Sn) =nV(X1)

« 0(Sn) = Vno(X1)

Espérance, variance et écart-type de la moyenne

d’un échantillon
- B(M,) = E(X1)

- V(M) = V(X1)
e oM = 2K
(]\[”> \/ﬁ

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit X un variable aléatoire d’espérance 1 et de
variance V. Pour tout nombre réel § > 0,

V(X)
P(X — | > 8) < L5
Inégalité de concentration
Si M, est la variable aléatoire moyenne d’un
échantillon de la loi de probabilité d’'une variable X
d’espérance 1 et de variance V/, alors
W6 > 0, P(IMy — 4l > 6) <
Loi des grands nombres
Si M, est la variable aléatoire moyenne d’un
échantillon de la loi de probabilité d’une variable X
d’espérance /. et de variance V/, alors
V6 > 0, Er}rl P(|M,, —p| =26)=0

Liste en Python

En Python, une liste est une suite finie et ordonnée
d’éléments qui peuvent étre de type différent. Pour
définir une liste, on utilise des crochets [ et ].

Par exemple, [1,True,"bonjour"].

Indices des éléments d'une liste
Chaque élément d'une liste est repéré par un indice k :

+ Le 1er élément de la liste est I'élément d'indice O
+ Le 2éme élément est I'élément d’indice 1

+ Le 3éme élément est 'élément d'indice 2

« Etc.

Pour obtenir I'élément d’indice k d’une liste L, on écrit

L[k].

Instructions relatives aux listes en Python

+ Pour accéder au nombre d’éléments d’une liste, on
utilise la fonction len.

« Pour concaténer deux listes L et M (c'est-a-dire les
mettre U'une a la suite de l'autre), on écrit L+M.

+ Pour tester si un élément x apparait dans une liste L,
onécritif x in L.

+ Pour tester si un élément x n'apparait pas dans une
liste L, on écrit if x not in L.

Générer une liste par extension

Définir une liste en extension, c’'est la définir en
donnant tous ses éléments.

Par exemple, la liste L. = [4,1,7,4] est définie en
extension.

Générer une liste par ajouts successifs

Définir une liste par ajouts successifs consiste a partir
d’une liste (en général vide) et a ajouter des éléments
a cette liste au fur et a mesure a l'aide de la fonction
append.

Par exemple,

for k in range(0,5):
L.append (k**2)

Générer une liste par compréhension

Définir une liste en compréhension, c’'est définir cette
liste a l'aide d’une formule dont la variable parcourt
un certain ensemble. Cela se présente sous l'une des
deux formes suivantes :

+ L = [formule for variable in ensemble]
+ L = [formule for variable in ensemble
if condition]

Par exemple,

L1 = [k+3 for k in range(1,6)]

L2 = [2**n for n in range(1,7) if
n’2==0]

Manipuler les éléments d’une liste
Soit L une liste.

+ Pour supprimer 'élément d’indice k, on écrit :
del(L[k]).

« Pour modifier 'élément d’indice k, on écrit: L[k] =
valeur.

+ Pour ajouter un élément a la suite d'une liste, on
écrit: L.append(valeur)

Parcourir une liste

Pour parcourir tous les éléments d'une liste L, on peut
utiliser une boucle bornée (for) ot le compteur
parcourt tous les indices en allant de 0 a 1en(L) -1.
Pour cela, on écritfor k in range(0,len(L)).

L = [4, 8, 10, 12]
for k in range(0,len(L)):
L[k] = L[k] + 5

Itérer sur les éléments d'une liste

En Python, on peut parcourir une liste en appelant

linstruction for element in L:. Dans ce cas, la
variable element prend successivement toutes les
valeurs de la liste L. On dit alors qu’on itére sur les
éléments de la liste.

Par exemple,

L=1[5, 4, 3, 2, 1, 0]
for nombre in L:
print (nombre ** 2)



Vecteurs et translations

Soit A et B deux points de I'espace. La translation
qui transforme A en B est la transformation qui a
tout point (' associe le point D tel que ABDC est
un parallélogramme. On dit que c’est la translation

de vecteur AB.

Le vecteur ﬁ est défini par sa direction (la droite
(AB)), par son sens (de A vers B) et par sa norme

(la distance AB notée ||@| ).

. /ﬁ = Cﬁ si, et seulement si, ABDC est un
parallélogramme.

D

Somme de vecteurs et relation de Chasles
La somme de vecteurs de l'espace est définie de
maniére identique a celle dans le plan.

Si A, B et C sont trois points de l'espace alors

AC = AB + BC.

BC

AB

Colinéarité de vecteurs

- Si U est un vecteur de 'espace et k est un réel, le
vecteur k1 est le vecteur qui a la méme direction
que 7, le méme sens si k£ > 0 ou le sens contraire
si k < 0 et dont la norme est |k| x || /||

Deux vecteurs sont colinéaires s'ils ont la méme
direction.

Deux vecteurs @/ et o/ sont colinéaires si, et
seulement s'il existe un réel & tel que U =k,

Combinaisons linéaires de vecteurs
Soit 7, 7, W et 7) des vecteurs de l'espace. On dit
que 7 est une combinaison linéaire de ¥/, W et ?
s'il existe des réels x, y et z tels que
U =z7 + yﬂ? + z?
Vecteur linéairement indépendants
On dit que des vecteurs sont linéairement
indépendants si on ne peut pas exprimer l'un comme
combinaison linéaire des autres.
Caractérisation d’une droite de l'espace
Soit A un point de 'espace et 4 un vecteur non nul.
« L'ensemble des points M de l'espace tels que
—
AM = kzﬁ, ol k € R, s'appelle une droite.
. Le vecteur U s'appelle un vecteur directeur et le
couple (A; 7) s'appelle un repére de cette droite.

d
U

Droites paralléles
Soit d et d’ deux droites de l'espace de vecteurs
directeurs U et /. On dit que d et d’ sont paralléles
si, et seulement si, 7 et U sont colinéaires.
Caractérisation d’un plan de l'espace
Soit A un point de l'espace, U et U deux vecteurs
non colinéaires de l'espace.
+ L'ensemble des points M de l'espace tels que
—
AM =z + y?, ol z,y € R, sappelle un plan.
+ Le couple (77 7) s'appelle une base (ou vecteurs
directeurs) et le triplet (A; , 7) s'appelle un
repére de ce plan.

Ao

Si A, B et C sont trois points non alignés, le plan
(ABC) est par définition le plan (A; zﬁ, E)
Vecteurs coplanaires

On dit que trois vecteurs 7, o et W sont coplanaires
si on peut écrire 'un comme une combinaison linéaire
des deux autres.

+ Quatre points A, B, C' et D appartiennent a un
méme plan si, et seulement si, les vecteurs AB, A
et A

+ Deux droites (AB) et (C'D) sont incluses dans un
méme plan si, et seulement si, es vecteurs AB, A
et A

sont coplanaires.

sont coplanaires.

AT

Plans paralléles, droite paralléle a un plan

On dit que deux plans sont paralléles si un couple de
vecteurs directeurs de l'un est aussi un couple de
vecteurs directeurs de l'autre.

Soit d une droite de vecteur directeur i et P un plan
de vecteurs directeurs U et . On dit que la droite d
est paralléle au plan P si les vecteurs 7, Vet
sont coplanaires.

Position relative de deux plans

Py et P; confondus P et P; strictement paralléles Py et P, sécants

d —

Position relative d’un plan et d'une droite

A contenue dans P A est strictement parallle a P A et P sécants

A
a \

[~ T

Position relative de deux droites

Coplanaires Non coplanaires

Strictement paralléles Confondues

7 [ ——F™ a_—7
_— [ —",

Tous les points sont en commun I existe pas de plas

Un point commun unique as de plan
contenant les deux droites

Pas de point commun

Bases de l'espace

On appelle base de l'espace tout triplet (7 , j , k
de vecteurs non coplanaires.

Coordgnn_c;ees d'un vecteur dans une base
Soit (7, j, k) une base de l'espace. Pour tout

vecteur Z, il existe un unique triplet (a, B,7y) de
. — — -
réelstelsque @ =i + 8 j +vk.

)

)

On dit alors que ( B > sont les coordonnées de U
2l

i
danslabase (i, j, k).
Repéres de l'espace
On appelle rﬂ)ére de l'espace tout quadruplet
—- = N . N

(O; i, j, k) ot O estun point de l'espace et ot
- = >
(7, J, k) estune base de l'espace.
Coordonnées d’un point dans un repére

. - = = N s
Soit (O; 7, j, k) unrepére de l'espace et soit M
un point. Lunique triplet (z, y, z) tel que
OM ==x 1 +vyj + zk sappelle les coordonnées
de M dans le repére (O; i, 5, k).

Opérations sur les coordonnées

TR—TA
+ Les coordonnées du vecteur ﬁ sont ( YB—YA )
ZBTZA
+ Les coordonnées du milieu de [AB] sont AB sont
(a?A +ZB Ya+ys za +z;a>
2 ' 2 i 2 '

(x+u’
- Les coordonnées de @ + ¥/ sont (;3+s’ ) et
v++

ka
celles du vecteur kI sont < 25 )
ol

Représentation paramétrique d’une droite

Soit A une droite passant par un point A et de vecteur
directeur o ( i; > Soit M (x;y; z) un point
quelconque de ['espace. Alors :

r=at+zxa
MeA<= FHeR Sy=0t+ya
z=7t+za

Ces équations s'appellent une représentation
paramétrique de la droite A.

Définition du produit scalaire (1)
Soit U et ¥ deux vecteurs de l'espace. Soit A, B et

C' trois points tels que U = ﬁ etV = ﬁ
U0 = ||| x || V]| x cos (U3 V) =
AB x AC x cos (a)




O

«

A B

o

Définition du produit scalaire (2)
Soit H est le projeté orthogonal de C' sur (AB).

. si E et Zﬁ ont méme sens :
AB.AC = AB x AH
e Si @ et ﬁ n'ont pas méme sens :

AB - AC = —AB x AH

c c

|
|
|
A B Y B
H

s du produit scalaire

.7
_?

Identités remarquables

T+ TP =P+ 2 -+ |7
1 =W =R -2 T+ [V
Formules de polarisation

CHT = L TP - 7P 1)
LT = LRI I - I - ).

Vecteurs orthogonaux
On dit que deux vecteurs de l'espace U et U sont
orthogonaux si, et seulement si, - U =0.

Bases et repéres orthonormés

+ On dit qu’une base ( j ® ) est orthonormée si
les vecteurs sont deux a deux orthogonaux et s'ils

sont tous de norme 1.
L . - = = )
+ Ondit qu'un repére (O; i , 7, k) est orthonormé

sisabase (7, j, k) estorthonormée.

Expression analytique du produit scalaire
Dans une base orthonormée (

si7<y>et7(y/>alors:
° - :mx'+y2/'+zz'

] k ) de Uespace,

Norme d’un vecteur
Dans une base orthonormée (

si W <r> alors :
]| = /22 2 1 22

Distance entre deux points

- = =
i, J, k) delespace,

Dans un repére orthonormé (O; —L> 7, f), si

A(za,ya,za), et B(xp,yp, z) sont deux points

alors :

AB =

V(s —74)?>+ (yB —ya)?® + (2B — 24)?

Orthogonalité de droites

« On dit que deux droites d et d’ de l'espace sont
orthogonales si un vecteur directeur de l'une est
orthogonal a un vecteur directeur de l'autre.

« On dit que deux droites sont perpendiculaires si
elles sont orthogonales et sécantes.

Condition d’orthogonalité (deux droites)

Deux droites sont orthogonales si, et seulement si, il
existe une droite paralléle a l'une qui est
perpendiculaire a l'autre.

’

Orthogonalité d'un plan et d'une droite

On dit qu’une droite de vecteur directeur U est
orthogonale a un plan de vecteurs directeurs Vet
si, et seulement si, U est orthogonal a U eta

Condition d’orthogonalité (droites et plans)
Une droite d est orthogonale a un plan si, et
seulement si, elle est orthogonale a toutes les
droites incluses dans ce plan.

+ Une droite est orthogonale a un plan si, et
seulement si, elle est orthogonale a deux droites
sécantes de ce plan.

Vecteur normal

Soit P un plan de vecteurs directeurs o et W.On dit
qu’un vecteur 77 est normal au plan P si 7 est
orthogonal a et W.

sl

w
—_

Projeté orthogonal d’un point sur un plan

Le projeté orthogonal d'un point M sur un plan P est
le point H d'intersection du plan P avec la droite
passant par M orthogonale a P.

M

S N
=

Le projeté orthogonal d’'un point M sur un plan P est
le point H de P le plus proche de M.

/
H/,//

Projeté orthogonal d’un point sur une droite

Le projeté orthogonal d'un point M sur une droite d
est le point [ d'intersection de de la droite d avec le
plan orthogonal a d passant par M.

Distance d’un point a une droite ou a un plan

La distance d’un point a une droite ou a un plan est la
distance de ce point a son projeté orthogonal sur cette
droite ou sur ce plan.

Caractérisation des points d’un plan

Soit P un plan de l'espace. Soit 7 un vecteur normal
a P et A un point de ce plan. Un point ]\I de l'espace

appartient a P si, et seulement si, AM - = 0.

| M
A /

Equation cartésienne d’un plan
%
Soit ( 4

—- = L .
, 7, k) un repére orthonormé.
. _) a
1. Si 7 < b ) est un vecteur non nul alors tout
c

plan qui a pour vecteur normal 7 est
'ensemble des points M (x,y, z) tels que
ax + by + cz + d = 0 ol d est un réel.

2. Réciproquement, si a, b, c et d sont des réels
avec a, b, ¢ non tous nuls, alors l'ensemble des
points M (x,y, z) tels que
ax + by + cz 4+ d = 0 est un plan de vecteur

\7 a
normal 77 (b )
c

L'équation ax + by + cz + d = 0 s'appelle une
équation cartésienne de plan.



