CHAPITRE 6

Vecteurs, droites et plans de I'espace

Vecteurs de I'espace
1. Vecteurs et translations

— Définition 1.1

e Soit A et B deux points de I'espace. La translation qui transforme A A
en B est la transformation qui a tout point C associe le point D tel
que ABDC est un parallélogramme. On dit que c’est la translation de

|
|
vecteur AB. } B
. . . . . !
o Le vecteurﬁest défini par sa direction (la droite (AB)), par son sens CL ______________ .
(de A vers B) et par sa norme (la distance AB notée ||AB]|). Tl N
. 1@ = C’—IS si, et seulement si, ABDC est un parallélogramme. D

Exemple I.1 — Soit ABC DEFGH un cube. On note I le centre du carré BCGF et K I'image du point F’ par la trans-
lation de vecteur AC'. Montrer que I est le milieu de [AK]. — A rédiger

2. Somme de vecteurs et relation de Chasles

La somme de vecteurs de I'espace est définie de maniere identique a celle dans le plan.

— Proposition 1.2

i 7 C
Si A, B et C sont trois points de I'espace alors E = ,ﬁ + B?’ /L ﬁ?’: _____ B?
AL B
AD
D
Exemple 1.2 — Soit ABCD un tétraédre. On consideére les points I, J, K et L tels que
2 1 — 2 1
ﬁ = 51@, ﬁ = 53?, CK = 5@ et Dj = 517’1. Faire une figure puis montrer
1 — N
queI_j = gzﬁ = LK. Que peut-on en déduire pour le quadrilatére I J K L. ? — Arédiger A c
B

3. Colinéarité de vecteurs

— Définition 1.3
e Si  est un vecteur de I'espace et k est un réel, le vecteur k7 est le vecteur qui a la méme direction que U,
le méme sens si k > 0 ou le sens contraire si k < 0 et dont la norme est |k| x || /||

e Deux vecteurs sont colinéaires s’ils ont la méme direction.

— Proposition 1.4
Deux vecteurs i et ¥ sont colinéaires si, et seulement s'il existe un réel k tel que U=k,

H
Exemple 1.3 — Soit ABCDEF G H un cube representé ci-contre. |
E \ F
1. Placer le point I centre de la face BCGF, K milieu de [HG] et le point .J w
! :
tel que B—j = Zﬁ. |
|
|
2. Exprimer les vecteurs /ﬁz et ﬁ en fonction des vecteurs 1@ et B? Que D L o
peut-on en déduire pour les vecteurs AK et I.J? — A rédiger o




4. Combinaisons linéaires de vecteurs

- Définition 1.5
. i . . . . s = -
Soit W, W, W et ¢ des vecteurs de I'espace. On dit que 2 est une combinaison linéaire de 7, W et ¢ s'il existe

desréelsx,yetztelsque7 :z7+yﬁ+z t.

H G
Exemple 1.4 — Soit ABCDFEFGH un cube. Exprimer chacun des vecteurs l
suivants comme une combinaison linéaire des vecteurs Iﬁ, HFE et ITCS : E i F
1 118 |
2. DF 3
3. GA — Arédiger /P/L """" --—-C
A B

- Définition 1.6
On dit que des vecteurs sont linéairement indépendants si on ne peut pas exprimer I'un comme combinaison
linéaire des autres.

Remarque — Dans le cas de deux vecteurs, dire qu'il sont linéairement indépendants revient a dire gu'ils ne sont pas
colinéaires.

Exemple 1.5 — Soit ABC DEFGH un cube. Justifier que les vecteurs ﬁ et zﬁ sont linéairement indépendants. —
A rédiger

Droites de I'espace

1. Caractérisation d’une droite de I’espace

— Définition 11.1
Soit A un point de I'espace et 2 un vecteur non nul. d

—
e L'ensemble des points M de I'espace tels que AM = kﬁ, ouk € R, x
s'appelle une droite. M

e Le vecteur 0 s'appelle un vecteur directeur et le couple (A4; 7) s'ap- A
pelle un repére de cette droite.

Remarque — Si A et B sont deux points, la droite (AB) est par définition la droite (A4; ﬁ)

Exemple Il.1 — Soit M, N et P trois points de I'espace non alignés. On considére les points I et .J tels que :
1
M= §Mﬁet17}= 3MP — 2MN

1. Faire une figure.

2. Montrer que le point P appartient 2 la droite (1.J). Que peut-on en déduire pour les points P, I et J? — A rédiger

2. Droites paralléles

- Définition 11.2
Soit d et d’ deux droites de I'espace de vecteurs directeurs U et . On dit que d et d’ sont paralléles si, et
seulement si, i et ¥ sont colinéaires.

Exemple 1.2 — Soit ABC'D un tétraédre. Soit I le milieu de [C' D], J le milieu de [AI]. Soit M et H les points tels que
2 1

1. Exprimer chacun des vecteurs Mﬁ et ]Eﬁ comme combinaison linéaire de B et ﬁ
2. En déduire que les droites (M H ) et (B.J) sont paralléles. — A rédiger



m

Plans de I'espace

1. Caractérisation d’un plan de I'espace

— Définition I1l1.1

Soit A un point de I'espace, U et W deux vecteurs non coli-
néaires de l'espace.

—
e L'ensemble des points M de l'espacetelsque AM = U+
y?, ou x,y € R, sappelle un plan.

e Le couple (7, 7) s’appelle une base (ou vecteurs direc-
teurs) et le triplet (A;ﬁ,?) s’appelle un repére de ce
plan.

Remarque — Si A, B et C sont trois points non alignés, le plan (ABC') est par définition le plan (A4; ﬁ, Iﬁ)

2. Vecteurs coplanaires

- Définition 111.2

On dit que trois vecteurs U,V et W sont coplanaires si on peut écrire I'un comme une combinaison linéaire des
deux autres.

Exemple lll.1 — Soit ABCDEFGH un cube, I le centre de laface ADHE et J le centre de la face BCGFE'. Montrer
que les vecteurs E, Iﬁ et I_j sont coplanaires. — A rédiger

— Proposition 111.3
e Quatre points A, B, C' et D appartiennent a un méme plan

si, et seulement si, les vecteurs AB, AC et AD sont copla-
naires.

e Deux droites (AB) et (C'D) sont incluses dans un méme

plan si, et seulement si, les vecteurs 1@ 1@ et ﬁ sont
coplanaires.

3. Plans paralléles, droite paralléle a un plan

— Définition 111.4
On dit que deux plans sont paralléles si un couple de vecteurs 7/47
directeurs de I'un est aussi un couple de vecteurs directeurs -, 7/4
de l'autre.
o
—_—

Remarque — Pour montrer que deux plans sont paralléles, il suffit de montrer que chaque vecteur directeur du premier
plan est une combinaison des vecteurs directeurs du deuxieme.

— Définition II1.5

//TU}'/
Soit d une droite de vecteur directeur i et P un plan de vecteurs direc-
teurs ¥ et w. On dit que la droite d est paralléle au plan P si les vecteurs

7, o et W sont coplanaires. Cf
e

—_—

Exemple lll.2 — Soit ABCDEFGH un parallélépipéede rectangle. Les points I, J et K sont les milieux respectifs des
arétes [AD], [BC] et [FG].

1. Montrer que :4—1? = fé

—
2. En déduire une écriture de AKX comme une combinaison linéaire des vecteurs ﬁ et ﬁ
3. En déduire que la droite (AK) est paralléle au plan (IJH). — A rédiger



Position relative de droites et de plans

1. Position relative de deux plans de I'espace

Soit P; et P, deux plans de I'espace. Il y a trois situations possibles :

P; et P, confondus P, et P, strictement paralleles Py et P, sécants

Exemple IV.1 — Soit ABCDEFGH un parallélépipéde rectangle. Montrer que les plans (BDE) et (CFH) sont pa-
ralléles. — A rédiger

2. Position relative d’une droite et d’'un plan de I'espace

Soit A une droite et P un plan de 'espace. Il y a trois situations possibles :

A contenue dans P A est strictement paralléle a3 P A et P sécants
A A
/ \<
P
P P

Exemple IV.2 — Soit ABCDEFGH un cube. On note I le milieu de [GC], J le milieu de [HG] et K le milieu de [AD].
Donner sans justifier la position des droites (ET), (F'.J) et (CK) par rapport au plan (ABC). — A rédiger

3. Position relative de deux droites de I'espace

Soit A1 et A, deux droites de I'espace. Il y a quatre situations possibles :

Coplanaires Non coplanaires
sécantes strictement paralléles confondues
Ay
A
Un point commun unique Pas de point commun Tous les points sont en commun Il n'existe pas de plan
contenant les deux droites

Exemple IV.3 — Soit ABCDEFGH un cube. Soit I, J et L les milieux respectifs des segments [EH], [F'G] et [GC].
1 —

Soit O et K les points tels que m = 517 et DK = %lﬁ Donner les positions relatives des couples de droites suivants :

1. (I0) et (DK)

2. (BJ)et(EF)

3. (JL)et(BC) — A rédiger



Bases, repéres et coordonnées

1. Bases de l'espace

— Définition V.1

- = = .
On appelle base de I'espace tout triplet ( ¢ , j , k) de vecteurs non coplanaires.

) )

— Proposition V.2
Soit (i, j, k) une base de l'espace. Pour tout vecteur U, il existe un unique triplet (a, B,7) de réels tels que
— -
U=ai+85 +vk.
«
On dit alors que (g) sont les coordonnées de 7/ dans la base ( ] k ).

Exemple V.1 — Soit ABCDE'FGH un pavé droit. On note I le milieu de [AB], O le centre de laface ADHE et J le
point tel que H j ? Justifier que ( zﬁ zﬁ zﬁ est une base de I'espace puis décomposer les vecteurs 07 et

B—} dans cette base. — A rédiger

2. Repéres et coordonnées

— Définition V.3
- = = - = =
On appelle repére de I'espace tout quadruplet (O; i, j, k) o O est un point de I'espaceetou (¢, 5, k) est
une base de l'espace.
— Définition V.4
Soit (O; i, j, k) un repére de Iespace et soit M un point
. . o - =,
L'unique triplet (z,y, z) tel que OM = x z +yj +zk sap-
. - =
pelle les coordonnées de M dans le repére (O; i, j, k).

3. Opérations sur les coordonnées

— Proposition V.5

N - drd . ) : i »
Soit (O; i, j, k) unrepére de I'espace. Soit A(x4;ya;24) et B(xp;yp; 2p) deux points de I'espace.

, IB—TA
e Les coordonnées du vecteur A§ sont ( YB—YA )

ZBTZA

e Les coordonnées du milieu de [AB] sont (mA T2 Yyatys zat zB).

2 ’ 2 2

Exemple V.2 — Soit ABC'D un tétraédre. Soit I, J et K les milieux respectifs des arétes [AB], [AC] et [AD]. Soit L le
milieu de [JK].

1. Déterminer les coordonnées des points I, J, K et L dans le repére (A4; E, ﬁ, E)
2. A l'aide des coordonnées, montrer que Ij ﬁ et C"ﬁ sont coplanaires. — A rédiger

. Proposition V.6

o

’

~

_>
Soit (O; ¢ _] k ) un repére de I'espace. Soit 0 ( ) et v ( ) deux vecteurs de I'espace et k un réel.

} ata’ ko
Les coordonnées de o + ¥ sont (/3+ﬁ’ ) et celles du vecteur k7 sont ( Zﬁ )
Y+ ¥

Exemple V.3 — Soit ABCDEFGH un pavé droit. Soit K le milieu de [HG], I le centre de la face BCGF et J tel que
B—J} —BA Donner les coordonnées de tous les points de la figure dans le repére (A; E zﬁ zﬁ ) puis montrer que
les dr0|tes (AK) et (1.J) sont paralléles. — Arédiger



4. Représentation paramétrique d’une droite

— Proposition V.7

@
Soit A une droite passant par un point A et de vecteur directeur i/ B | . Soit M (z;y; z) un point quelconque

8l
de l'espace. Alors :

r=oat+zxa
MeA= HtecR {y=0t+ya
z2=7t+ 24

Ces équations s’appellent une représentation paramétrique de la droite A.

Démonstration. — A rédiger

Exemple V.4 — Donner une équation paramétrique de la droite (AB) avec A(—1;2;3) et B(1; —1; 1). Le point C(2;0;4)
appartient-il a la droite (AB)? — A rédiger

Exemple V.5 — Déterminer des vecteurs directeurs puis le point d’intersection des droites d et d’ qui ont pour équations
paramétriques :

r=1+1¢ r=3-A
d:dy=3—2tavectc R etd :{y=2—-)lavecAcR
z2=2-—t z=—142)\

— A rédiger



Solutions

Exemple I.1

Comme K est I'image de F’ par la translation de vecteur /ﬁ
alors ACK F est un parallélogramme. Les diagonales de ce
parallélogramme se coupent donc en leur milieu. Comme I
est le milieu de [F'C], c’est donc aussi le milieu de [AK].

K
H G
| N
E :
| Fl
1 T
I [ ]
| : ~
| o
| .
Dt-------- S-y C
AL B
Exemple 1.2

IJ = IA+ AC + CJ = §ﬂ+ﬁ+§c_é:
B+ (BA+CB) = B+§Ei
Ainsi,ﬁ:@—g,@:%ﬁ
Deméme, LK = LA+AC+CK = §ﬂ+@+§@ -
Rﬁrgﬁﬂc‘*ﬁ):ﬁﬁH
Ainsi, LK ﬁ—fﬁ ﬂﬁ

On en déduit que f]) = LK donc IJK L est un parallélo-
gramme.

Exemple 1.3
1. On ala figure suivante :

K
H——e—G
I N
E : (
I F R
1 B
| [ ]
I R
|
|
DLi-------- --Jc
AL B

2. F{:ﬁ+ﬁ+@>{fﬁ+@_%,@:
55 B
I_j:ﬁJrB_J):%lﬁ—izﬁ

—1— —
On en déduit que I_J> = 7AK. Les vecteurs AK et ﬁ
sont donc colinéaires.

Exemple 1.4

1\ HB = HD + HE + HC

2. DF = DA+ AB+ BF = HE + HC — HD
3. GA=GH+HE+EA= —-HC+ HE+ HD

Exemple 1.5

Si zﬁ et IR’ n'étaient pas linéairement indépéndants, ils se-
raient colinéaires et donc les points A, B et C seraient ali-
gnés, ce qui n'est pas le cas. lls sont donc linéairement indé-
pendants.

Exemple I1.1
1. Voici la figure :

J
°

Las!

N { v
2. ﬁ:[‘l\ﬂﬁ:%m\ﬂfmﬁ—zmzﬁ—
gm
ﬁ::m+m:§m+m

On en déduit que 17 = 3]? c'est-a-dire I? = %ﬁ Cela

veut donc dire que le point P appartient 3 la droite (I.J).
On en déduire que les points I, J et P sont alignés.

Exemple 11.2
1. On a la figure suivante :

B

NTH = VA A = 2B+ LAl
B = BA+A) = —aB+ Ll

2. On constate que Mﬁ = %ﬁ donc les vecteurs Mﬁ

et BJ sont alignés. Par suite, les droites (M H) et (B.J)
sont paralléles.

Exemple ll1.1
On a la figure suivante :
H 1G
B B
EA— F
i
o J
Q—+7%
S
D .
L e

17_[_]5)(+H%G—j_l_})[+H ~TH = HG = 4B
A

Montrons que est une combinaison linéaire de f/} et

HE:
AC=AB+BC=IJ+BD+DC=1J—HF+1J =
2IJ — H

Les vecteurs sont donc coplanaires.



Exemple I11.2
1. On ala figure suivante :
H G
l
E } F
|
'D
[ )= e -57C
/d
A B

AR = Al + IK = ID + DC = IC

2. Onendéduitqueﬁ(:fé:ﬁ—i—ﬁzl—j—kl—}}[.

3. D’aprés la question précédente, on peut écrire le vecteur
AK comme une combinaison Iinéair_e)des vecteurs [
et ﬁ Autrement dit,_le)s vecteurs AK, f]) et .ﬁ[} sont
coplanaires. Comme AK est un vecteur directeur de la
droite (AK) et que ﬁ et I—}} sont des vecteurs directeurs
du plan (IJH), on en déduit que (AK) est paralléle au
plan (IJH).

Exemple IV1
BD,D est un couple de vecteurs directeurs du plan

(BDE).Or, BD = FHet DE = CF donc (ﬁ, CTI?’) qui

un couple de vecteurs directeurs du plan (C'F'H) est aussi un
coupl de vecteurs directeurs du plan (BDE). On en déduit
que les plans sont confondus ou paralléles. Or, B ¢ (CFH)
donc ils ne peuvent étre confondus. lls sont donc strictement
paralléles.

Exemple IV.2
On a la figure suivante :

A B

1. (EI) est sécante au plan (ABC)
2. (FJ) est paralléle au plan (ABC)
3. (CK) estincluse dans le plan (ABC)

Exemple IV.3
On a la figure suivante :

e --Jc¢ oK

A B

(I0) et (DK) sont paralléles
. (BJ) et (EF) sont non Coplanaires
. (JL) et (BC) sont sécantes

W N o

Exemple V.1
On a la figure suivante :

I
o—
(4]

Les vecteurs ,@ E et zﬁ ne sont pas coplanaires
car le point ¥ n’appartient pas au plan ABD donc

(ﬁ,ﬁ,zﬁ) est une base de l'espace. De plus,
of = 1A - LAB+ 1A= a8 - [AB - 1Ak
Bff:ﬁ+0@+@:ﬁ+ﬁ—zﬁ

Exemple V.2
On a la figure suivante :

D

K
C
A
I B
1 1 1 11

1.1 (5,0,0), J (0, §,O>,K (070, 5) et L (0, Z, 1)

-1
? -1 0
210| = |,BG| 1 |etcD | -1
i 0 |
4
On remarque que Ij = %ﬁ + i@ donc les vecteurs

17, B—C>” et @ sont coplanaires.

Exemple V.3
On a la figure suivante :

[ P

H 1 G
[ : 3
E[ Fly
! .
\D -
B i-5C
. J _
A . B
A(0;0;0), B(1;0;0), C(1;1;0), D(0;1;0), E(0;0;1),
11
F(l;O;1),G(1;1;1),H(0;1;1),I(1;§;§>,J Z;O;O

1
tK | =;1;1
et (1:1)
-1
etz | =L
2

AR

i

2
—1-— —
On remarque que I_j = 7AK donc les vecteurs AK et

T.J sont colinéaires donc les droites (IJ) et (AK) sont pa-
ralléles.

Proposition V.7
Soit M (z, y, z) un point de I'espace.
—
M e A < AM et sontcolinéaires <« 3t €
R,AM =t

T—xA a
Ainsi, M € A <+— y—ya | =t| B <~ dt €
Z2—zA ~y

r=at+xa
R,Sy=pt+ya
z="t+za



Exemple V.4 [/ 2
Puisque /@ —3 |, une équation paramétrique de la droite

-2
r=2t—-1
(AB)est: ¢y =-3t+2 (teR)
z=—2t+3
2=2t—1
C € (AB) <= 3t € R<0=-3t+2 —
4=-2t+3
t=2/3
t=2/3
t=-1/2

Comme ce systéme n’a pas de solution, le point C' n'appar-
tient pas a la droite (AB).

Exemple V.5 1
Un vecteur directeur de d est @ | —2 | et un vecteur direc-
-1
-1
teurded est ¥ | —1
2

Comme —il #* :—i les vecteurs ne sont donc pas colinéaires
donc les droites sont soit sécantes, soit non coplanaires.
1+t=3-2A
Mednd < {3-2t=2-\
2—t=—-14+2\

t+A=2
Mednd < ¢ -2t4+1=-1
—t—2 = -3
t+A=2
Mcdnd +— {37&-3 Lo+ Ly — Lo
—t—2A=-3
t+A=2
Mednd < (t=1
—t—2\=-3
1+A=2
Alednd’¢:»{t_1
—1-2A=-3
A=1
Mednd = ({t=1
A=1

Comme ce systéme posséde une unique solution, les droites
d et d’ sont donc sécantes. Les coordonnées du point d’inter-
section sont (2; 1; 1) (obtenus par exemple en remplagant ¢
par 1 dans I’équation paramétrique de la droite d).




Vecteurs, droites et plans de I'espace

A savoir faire a la fin du chapitre.

Vecteurs, droites et plans de I'espace

Savoir représenter des combinaisons linéaires de vecteurs donnés

Savoir exprimer un vecteur comme une combinaison linéaire d’autres vecteurs

Connaitre la caractérisation d’une droite a partir d'un point et d'un vecteur directeur
Connaitre la caractérisation d’un plan a partir d'un point et de deux vecteurs directeurs
Savoir montrer que des vecteurs sont coplanaires

Savoir décrire la position relative de deux plans, d’'une droite et d’un plan ou de deux droites
Savoir décomposer un vecteur dans une base

Savoir déterminer les coordonnées d’un point dans un repére

Savoir déterminer la représentation paramétrique d’une droite

Savoir déterminer l'intersection de deux droites a partir de leurs équations paramétriques

A savoir faire a la fin du chapitre.

Vecteurs, droites et plans de I'espace

Savoir représenter des combinaisons linéaires de vecteurs donnés

Savoir exprimer un vecteur comme une combinaison linéaire d’autres vecteurs

Connaitre la caractérisation d’une droite a partir d’'un point et d'un vecteur directeur
Connaitre la caractérisation d'un plan a partir d'un point et de deux vecteurs directeurs
Savoir montrer que des vecteurs sont coplanaires

Savoir décrire la position relative de deux plans, d’'une droite et d’un plan ou de deux droites
Savoir décomposer un vecteur dans une base

Savoir déterminer les coordonnées d’un point dans un repére

Savoir déterminer la représentation paramétrique d’une droite

Savoir déterminer l'intersection de deux droites a partir de leurs équations paramétriques

A savoir faire a la fin du chapitre.

Savoir représenter des combinaisons linéaires de vecteurs donnés

Savoir exprimer un vecteur comme une combinaison linéaire d’autres vecteurs

Connaitre la caractérisation d'une droite a partir d'un point et d'un vecteur directeur
Connaitre la caractérisation d’un plan a partir d'un point et de deux vecteurs directeurs
Savoir montrer que des vecteurs sont coplanaires

Savoir décrire la position relative de deux plans, d’'une droite et d’un plan ou de deux droites
Savoir décomposer un vecteur dans une base

Savoir déterminer les coordonnées d’un point dans un repére

Savoir déterminer la représentation paramétrique d’une droite

Savoir déterminer l'intersection de deux droites a partir de leurs équations paramétriques



