CHAPITRE

Loi binomiale

Succession d’épreuves indépendantes

- Définition 1.1
|_On dit que deux épreuves sont indépendantes si le résultat de I'une ne dépend pas du résultat de l'autre.

Exemple I.1 — Lancer une piéce de monnaie et lancer un dé a six faces sont deux épreuves indépendantes.

- Définition 1.2
e L'univers d’une succession de n épreuves dont les univers sont 21, 2, ..., 2,, est le produit cartésien ; x
Qg X -0 X Q.
e Une issue est alors un n-uplet (x1, x2, ..., x,) ol z; est une issue de la i-éme épreuve.

Exemple 1.2 — On lance une piece de monnaie bien équilibrée puis on lance un dé a six faces.
1. Donner l'univers de cette succession d’épreuves indépendantes puis donner une issue possible.

2. Représenter cette succession d’épreuves a l'aide d’'un arbre de probabilités. — A rédiger

. Proposition 1.3

Lors d’une sucession de n épreuves indépendantes, la probabilité d’'uneissue (x1, z3, . . . , x,,) est égale au produit
des probabilités de chacune des issues du n-uplet.

Exemple 1.3 — On lance trois pieces de maniére indépendante : la premiére est truquée et tombe sur Pile deux fois plus
souvent, la deuxiéme et la troisieme sont bien équilibrées.

1. Exprimer 'univers de cette expérience a I'aide d’un produit cartésien.
2. Représenter cette succession d’épreuves a l'aide d’un arbre de probabilités.

3. Calculer la probabilité de I'événement {(P; F'; ')} puis de I'événément « Obtenir une seule fois Pile ». — A rédiger

Loi de Bernoulli

— Définition 1.1
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues : I'une qu'on p_gs
appelle « succes » (noté S) dont la probabilité est notée p et I'autre qu'on appelle < _
« échec » (noté S) dont la probabilité est 1 — p. 1-p S

Exemple Il.1 — Pour chacune des épreuves de Bernoulli suivantes, décrire le succes S et donner sa probabilité p.
1. On choisit une personne au hasard dans la population francaise et on regarde si c’est une femme.

2. On lance un dé a six faces et on s'intéresse au fait d'obtenir un multiple de 2 ou de 3. — A rédiger

— Définition 11.2
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli si X prend la
valeur 1 en cas de succés et 0 en cas d’échec dans une épreuve de Ber-
noulli. Sa loi de probabilité est donnée ci-contre.

— Proposition 11.3

Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, alors E(X) = pet V(X) = p(1 — p).

Démonstration. — A rédiger



Loi binomiale

1. Schéma de Bernoulli

— Définition 11.1
p S <
; <
Un schéma de Bernoulli de paramétres n et p est une expérience aléatoire P/ i-p s
consistant a répéter n fois de suite de maniére identique et indépendante
une méme épreuve de Bernoulli de parameétre p. X p s<
o\
S

Exemple lll.1 — Un archer tire trois fléches de suite vers une cible. A chaque lancer, il a une probabilité de 0, 9 d’atteindre
le coeur de la cible. On suppose que ses lancers sont indépendants. On définit le succés S : « L'archer touche le coeur de
la cible ».

1. Représenter cette situation a I'aide d’un arbre.

2. Déterminer tous les chemins contenant exactement deux succés (et donc un échec) et donner pour chacun sa proba-
bilité.

3. En déduire la probabilité de toucher exactement 2 fois le coeur de la cible sur les trois lancers.

4. Onnote X lavariable aléatoire égale au nombre de succeés (c’est-a-dire au nombre de fois que I'archer touche le coeur
de la cible). Déterminer la loi de probabilité de X. — A rédiger

. Proposition 111.2

Dans un arbre associé a un schéma de Bernoulli a n répétitions, il y a (k) chemins contenant exactement k

succes (et donc n — k échecs).

Démonstration. — A rédiger

2. Loi binomiale : loi du nombre de succes

— Définition 111.3

On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétres n et p si X compte le nombre de succés
dans un schéma de Bernoulli de parametres n et p.

— Théoréme lil.4
Si X suit une loi binomiale de parameétres n et p, la probabilité d’avoir & succes est :

P(X =k) = (Z) x pF x (1 —p)"*

Démonstration. — A rédiger

Exemple lll.2 — Un étudiant doit répondre successivement a 10 questions d'un QCM. Chaque question comporte quatre
réponses, dont une seule est exacte. On suppose que le candidat répond au hasard et que les réponses aux questions
sont données de maniére indépendante. On note X la variable aléatoire égale au nombre de bonnes réponses.

1. Justifiez que X suit une loi binomiale. Précisez les paramétres de cette loi.
2. Déterminez a 103 prés la probabilité que le candidat :

(a) obtienne exactement 2 réponses justes

(b) obtienne au plus 2 réponses justes

(c) obtienne au moins 2 réponses justes — A rédiger

. Proposition I1lI.5
|_Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p alors E(X) = npet V(X) = np(1 — p).

Exemple IIl.3 — Sionrépond au hasard aux 10 questions d’'un QCM, chaque question comportant quatre réponses dont
une seule est exacte, a combien de questions répondra-t-on correctement en moyenne ? — A rédiger



Solutions

Exemple 1.2

1. L'universest { P; F'} x{1;2; 3;4;5; 6}. Uneissue possible
est (P;3).

2. On al'arbre suivant :

Exemple 1.3
1. L'universest {P; F} x {P; F} x {P; F}.

2. On al’arbre suivant :
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De méme, P ({F; P;F}) = 5 et P({F;F;P}) = 8
donc la probabilité d’obtenir une seule fois Pile est p =
1 3 1
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Exemple II.1
1. S': « La personne choisie est une femme » et p ~ 0, 5.
2. S:«Onobtientun2,un3,un4ouunbr»etp = % = %
Proposition 11.3
Espérance: E(X) =0x P(X =0)+1x P(X =1) =
O0x(l—p)+1xp=np.
X

Variance : V(X) = (1 — p) x (O—E(X)) +p
(1-EB(X))?* = (1-p)(-p)? + ( p)* donc V(X) =
(1—p) xp* +p(1—2p+p*) =p* —p’ +p—2p* +p°
p—p° =p(1—p)

Exemple Il1.1

1. On al’arbre suivant :

0,1
S
0,9 g
0,9 0.1 g
0,1 S
0,9 IS
0,9 S<f
0,1 B 0.1 5
S
0,9 S
0,1 3

2. ll'y atrois chemins ayant exactement deux succeés : le pre-
mier (SS'S) a pour probabilité 0,9 x 0,9 x 0,1 = 0, 081,
le deuxiéme (S'S'S) a pour probabilité 0,9 x 0,1 x 0,9 =
0, 081 et le troisieme (S'SS) a pour probabilité 0, 1 x 0,9 x
0,9 =0,081.

3. La probabilité de toucher exactement deux fois le coeur
delacible est 3 x 0,081 = 0, 243.

4. On fait la méme chose que précédemment pour les che-
mins ayant zéro, un et trois succés. On a la loi de probabi-

lité suivante :
T; 0 1 2 3

pi | 0,01 | 0,027 | 0,243 | 0,729

Proposition I11.2

Dans un arbre représentant un schéma de Bernoulli, choisir
un chemin revient a se donner un n-uplet (z1, x2, ..., £, ) oU
x; vaut S ou S. Choisir un chemin avec exactement & succés
revient a choisir kK emplacement parmi les n possibles du n-

uplet (z1,x2,...,z») et 3y mettre S. Il'y a donc Z . Une
fois tous les S placés, on compléte le n-uplet avec des S.

Théoréme Il11.4

Dans un arbre représentant un schéma de Bernoulli, I'événe-
ment X = k correspond a tous les chemins ayant exacte-
ment k succés. Chacun de ces chemin passe k fois par un suc-
cés et (n — k) fois par un échec donc chacun de ces chemins

a pour probabilités p*(1 — p)"~*. Commeil y a (:) ,ona
donc P(X = k) = (Z)pk(l —p)" "

Exemple 111.2

1. On répete 10 fois de suite de maniére identique et in-
dépendante I'épreuve de Bernoulli qui consiste a choisir
au hasard a une question (probabilité de succés : p =
1/4 =). Comme X compte le nombre de succés, alors X
suit une loi binomiale de paramétresn = 10etp = 1/4.

2. (@ P(X =2) = (120> <i)2 (1—%) 10-2

8

1 3
45 % — x 2~ 0,281
16 @ T

(b) P(X <2)=P(X =0)+P(X =1)+ P(X
2) ~ 0,526

© P(X>2)=1-P(X <2 =1-P(X<1)=
1—(P(X =0)+ P(X =1)) ~ 0,756

Exemple 111.3

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de bonnes ré-
ponses. X suit la loi binomiale de paramétres n = 10 et
p =0,25donc E(X) = nxp =10 x 0,25 = 2,5. En
moyenne, on répondra correctement a 2,5 questions.



Loi binomiale

A savoir faire a la fin du chapitre.

Loi binomiale

Savoir représenter une succession d’épreuves indépendantes par un arbre et calculer une probabilité

Savoir calculer une probabilité quand il n’y a pas indépendance avec les formules des probabilités conditionnelles et
des probabilités totales

Savoir reconnaitre une épreuve de Bernoulli
Savoir reconnaitre un schéma de Bernoulli et déterminer ses parameétres
Savoir calculer une probabilité du type P(X = k), P(X < k), P(k < X < k') dans le cadre d'une loi binomiale

Savoir calculer I'espérance et la variance d’une variable aléatoire suivant loi binomiale
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