cHAPITRE 4

Suites (2éme partie)

Comportement des suites géométriques (¢")
1. Inégalité de Bernoulli

. Proposition 1.1

Pour tout n € N, pour tout a > 0,
(I+a)">21+an

Démonstration. — A rédiger
Exemple .1 — Montrer que lim 4" = +oo. — A rédiger
n—-+o0o
2. Limite de ¢"
— Théoréme 1.2
Soit ¢ un nombre réel.
e Sig>1lalors lim ¢" = +oo0.
n—-+oo
e Sig=1alors lim ¢" =1.
n—-+oo
e Si—1<g<Tlalors lim ¢"=0.
n—-+4oo

e Sig < —1 alors la suite (¢™) n'a pas de limite.
Démonstration. (uniquement si g > 1) — A rédiger
Exemple 1.2 — Dans chaque cas, déterminer la limite de la suite (u,,) :
1 u, =3"

—1\"
2 tin = (7)
3. u, = (=5)"
2m N
4. u, = o — Arédiger
Exemple 1.3 — Etudier la convergence de chacune des suites suivantes définies sur N :
-2

1. (uy) est la suite géométrique de raison 3 et de premier terme ug = 5
2. (vy,) est la suite géométrique de raison 1, 3 et de premier terme vy = —2 — A rédiger

Exemple 1.4 — A partir d’un carré de c6té 1, on construit successivement les rectangles colorés de la facon suivante :

Etape 1 Etape 2 Etape 3

T

Pour tout entier naturel n > 1, note a,, I'aire du rectangle coloré a I'étape n et S,, 'aire de toute la surface colorée a

I'étape n.

. . 1
1. Justifier que pour tout entier naturel n non nul, a,, 11 = 1 X Qy,.

2. Exprimer S,, en fonction de n et étudier la limite de la suite (.S,,).



Monotonie et convergence
1. Suites majorées, minorées, bornées

— Définition I11.1

Soit (uy,) une suite.

e On dit que cette suite est majorée s'il existe un réel M tel que : Vn € N, u,, < M. Dans ce cas, M s’appelle
un majorant de la suite (u,,).

e On dit que cette suite est minorée s'il existe un réel m tel que : Vn € N, m < u,,. Dans ce cas, m s’appelle un
minorant de la suite (u,,).

e On dit que cette suite est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple 1.1 — Dans chaque cas, montrer que la suite (u,,) est bornée.

1w, = (—1)"

2. u, = cos(n)
1 N

3. u, =2+ — — Arédiger
n

Exemple 1.2 — Montrer que la suite de terme général 2" n'est pas majorée. — A rédiger

2. Suites croissantes majorées

. Théoréme 1.2 (Théoréme de convergence monotone)

e Si une suite (u,,) est croissante et majorée par M, alors elle converge vers un réel ¢ tel que ¢ < M.

e Si une suite (u,,) est décroissante et minorée par m, alors elle converge vers un réel ¢ tel que ¢ > m.

Remarque — Il se peut que la limite ne soit pas égale au majorant ou au minorant.

Exemple 11.3 — Soit (u,,) la suite définie sur N par uy = 0 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = /1 + .
1. Montrer que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < Up41 < 2.

2. En déduire que la suite (u,,) est convergente puis trouver sa limite ¢.
On admettra que ¢ vérifie I'équation ¢ = /1 + £. — Arédiger

3. Suites croissantes non majorées

. Proposition 11.3

e Siune suite (u,) est croissante et non majorée, alors elle tend vers +oc.

e Siune suite (u,,) est décroissante et non minorée, alors elle tend vers —oo.

Démonstration. — A rédiger

Exemple 1.4 — Soit (u,,) la suite définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = u, + n.
1. Montrer que la suite (u,,) est croissante.
2. Alaide d’un raisonnement par I'absurde, montrer que (u,, ) nest pas majorée.

3. En déduire la limite de la suite (uy, ). — A rédiger



Solutions

Proposition 1.1

Initialisation. Sin = 0, d’'une part (1 + a)° = 1 et, d’autre
part,1+a x 0= 1donc (1 +a)®>14ax0.

Hérédité. Soit n un entier naturel. On suppose que (14+-a)™ >
1 + an. Montrons que (1 +a)" ™! > 1+ a(n + 1).
Onsaitque (1 +a)” > 1+ nadonc (1 + a)(1 4+ a)” >
(I1+a)(1+na)(carl+a>0).

Ainsi, (14a)" ™" > 14+na+a+a’n cest-a-dire (1+a)" ' >
1+a(n+1)+a’n.

or,a’n > 0doncl +a(n+1)+a’n>1+a(n+1)+0
cest-adirel +a(n+1)+a’n > 1+a(n+1).
Onadonc (1 +a)"™ > 1+ a(n + 1) ce qui démontre
I’hérédité.

Exemple I.1

D’aprés l'inégalité de Bernoulli, pour tout entier naturel n,

4" =(143)">1+3n

Comme lim 14 3n = 400, alors, d’aprés le théoréeme de
n—+oo

comparaison, lim 4" = 4o0.
n—-+oo

Théoréme 1.2
Siq > lalorsq = 14 aaveca > 0. Dapres I'in-
égalité de Bernoulli, ¢" > 1 4+ na. Comme a > 0, alors

lim 14 an = —+oo donc, d'aprés le théoreme de com-
n—-+oo

parason, lim g¢" = +oo.

n—-+oo
Exemple 1.2
1. lim w, = +oocar3 > 1.
n—-+oo
. -1
2. lim wu, =0car—-1< — < 1.
n——+oo 2
3. (un) n'apas de limite car —5 < 1.
2" 2\"
4. Comme — = (7) alors lim wu, = Ocar —1 <
3" 3 n—+o00
2
- <1
3
Exemple 1.3 o\ "
1. Pourtoutn € N, u,, = up X ¢" =5 X (?) .Comme
-1 < -2 < 1, alors lim =2 ! = 0 donc, par
3 ) o 3 = , P
produit des limites, lim wu, = 0.
n—-+oo
2. Pourtoutn € N,v, = -2 x 1,3". Comme 1,3 > 1
alors lim 1,3"™ = +oo donc, par produit des limites,
n—-+oo
lim v, = —oo.
n——+oo
Exemple 1.4

1. Si L et/ sont la longueur et la largeur du n-éme rectangle
alors L’ = 1 xLetl = 1 x £ sont les longueur et largeur
du n + 1-eme rectangle. L'aire du n + 1-éme rectangle est
donc: L' x ¢/ = %L X %E = iLZ’. Laire dun + 1-éme
rectangle vaut donc un quart de I'aire du n-éme rectangle.

1
2. La suite (an) est géométrique de raison ¢ = 1 donc
n—1 n—1
1 1 1
Vn € N,a, = = == = .
n € N,a a1><<4> 2><(4>
Onadonc:

1
Sp=a1+a+ - +an =+

1 y 1 n—1
2 4

Ainsi, S, =

SONORSON

N | =

1\" 1\"
-G, 6
1 4 1 4
DoncSn:§>< 1_1 :§>< 3 =
4 4
2 1\"
z 1— (=
< (-())

1 1\"
Comme —1 < 1 < 1, alors lim (Z) = 0, donc

n—-+oo
2
li Sn = —.
oo 3
Exemple II.1

1. Pour tout entier natureln, —1 < (—1)" < 1donc la suite
est bornée.

2. Pour tout entier naturel n, —1 < cos(n) < 1donclasuite
est bornée.

. 1 1
3. Pourtoutentier natureln nonnul, — > 0donc2+— > 2.
n n

L1 o .
De plus, la suite — est décroissante donc, pour tout entier
1 1
naturel n, — < — = 1. Onen déduitque 2 + — < 3.
n n

< 3 donc la suite est bornée.

S s

Ainsi, 2 < 2 +

Exemple 11.2
Comme 2 > 1, lim 2" = +oo. Cela veut dire que pour
n—-+oo

tout réel A, il existe un rang a partir duquel u,, > A. Par
suite, quelque soit le réel M, il existera toujours un n tel que
un, > M. La suite n’est donc pas majorée.



Exemple 1.3

1.

Initialisation. Sin = 0,up = Oetu; = VI +0=+/1=
1.0nadoncbien0 < up <uy < 2.

Hérédité. Soit n un entier naturel. On suppose que 0 <
Up L Un+1 < 2. Montrons que 0 < Up+1 < Upt2 < 2.
Onsaitque 0 < Uy < Upt1 < 2

doncl <14up <1+ upy1 <142

dot 1< VI+un < vI+uir < V3.
Onadoncv1 < Un41 < Unt2 < V3.

Comme v1 > Oetque /3 < 2,0naalors 0 < uny1 <
Un+t2 < 2. L'hérédité est donc vérifiée.

. D’apres la question précédente :

e (uy) est croissante
e (uy) est majorée par 2

D’aprés le théoréme de convergence monotone, on en dé-
duit que la suite (u, ) converge vers un réel £ < 2.

=1+l <= P=14+L <= £ —(—-1=0
A=(-1)?-4x1x(-1)=5

=125 ostour=11Y5 L1
2 2
Comme()ngQalorsE:lJr\/gdonc lim u, =
2 n—+o00
145
7

Proposition 1.3
Soit (us ) une suite croissante non majorée.
Soit A un réel. Comme (ux ) n'est pas majorée, il existe ng tel
que upn, > A.
Comme (u,, ) est croissante, alors Vn > no, un = tn,.
Donc, Vn > ng, un > A. Cela veut dire que les u,, sont dans
I'intervalle [A; +o00[ dés que n est assez grand. Autrement
dit, lim w, = +oo.

n—-+oo

Exemple 11.4

1.

Pour tout entier naturel n, up4+1 — up = up +n —up =
n > 0. La suite (u,, ) est donc croissante.

. Sila suite était majorée, et puisqu’elle est croissante, elle

serait convergente d'aprés le théoréme de convergence
monotone. Sion note £ sa limite, on aurait lim wup4+1 =
n—-+oo

{ et, d’autre part, par somme des limites, liIE Up+n =
—+o0

n
~+o00. Comme un+1 = Un + M, on aurait donc £ = +o0,
ce qui est absurde. La suite n’est donc pas majorée.

. Puisque la suite est croissante et non majorée, alors elle

tend vers +oo.




Suites (2eéme partie)

A savoir faire a la fin du chapitre.

Savoir déterminer la limite d’une suite du type ¢"

Savoir montrer qu’une suite est majorée ou minorée

Savoir qu'une suite croissante et majorée est convergente

e Savoir qu'une suite croissante et non majorée tend vers +-co

Suites (2éme partie)

A savoir faire a la fin du chapitre.

Savoir déterminer la limite d’une suite du type g™
e Savoir montrer qu’une suite est majorée ou minorée
e Savoir qu'une suite croissante et majorée est convergente

e Savoir qu'une suite croissante et non majorée tend vers 400

Suites (2éme partie)

A savoir faire a la fin du chapitre.
e Savoir déterminer la limite d’une suite du type ¢™
e Savoir montrer qu’une suite est majorée ou minorée

e Savoir qu’une suite croissante et majorée est convergente

Savoir qu'une suite croissante et non majorée tend vers 400



