Controle n°7 — Corrigé

EXERCICE 1

1. C(4;4;,0); F(4;0;4); G(4;4;4) et H(0;4,4).

2. Les coordonnées du point I sont I (
donc 1(2;0;4).

3.

y=4t

(a) Puisque le plan &2 est orthogonal a la droite (IC), le vecteur IC| 4

’ ’

Xp+Xp, YEYYVFE, Zg+2F 0+4.0+0, 4+4
2,2,2)d0n01(2 2)

Xc— X1 4-2 2
Les coordonnées du vecteur IC sont IC yc—y1 | donc ICla-o|douIC| 4
Zc—Zg 0-4 -4
Par suite, une représentation paramétrique de la droite (IC) est (IC) :
xX=2t+2
(teR)
z=-41+4

2

est un
-4

vecteur normal a ce plan. Par suite, une équation cartésienne de ce plan est

P:2x+4y—4z+d=0oudeR.

Or, & passe par le point G(4;4;4) donc2 x4 +4x4—-4x4+d =0

donc8+16—-16+d=0d oud =-8.

Ainsi, une équation cartésienne du plan &2 est

2x+4y-4z-8=0 < 2(x+2y-2z-4)=0 < x+2y-2z-4=9 <

x+2y—-2z-4=0

(b) Soit (x, y, z) les coordonnées du point J.

xX=2t+2

=4t
JePAUC) > {7

z=-4t+4

X+2y—-2z-4=0

— (2t+2)+2(4t)-2(-4t+4)—-4=0
<~ 2t+2+8t+8t—-8-4=0
<~ 18t—-10=0
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— [=—=—
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Ainsi, les coordonneés de J sont :

(9]

(d)

(@

(b)

(©

x=2x3+2=0+2=28
g3 o20
y=4xg5=95

z=-4x3+4="044=30
Le point J est le projeté orthogonal du point C sur le plan 2.

Xg+2yx —22g—4=04+2x2-2x—-4=0+4-0-4=0donc le point K(0;2;0)
appartient bien au plan £2.

Tout d’abord, le point K est le milieu du segment [AB] donc il appartient au
plan (ABC). De plus, d’aprés la question précédente, il appartient au plan 22
donc il appartient a I'intersection des plans & et (ABC).

D’autre part, le point B appartient évidemment au plan (ABC). De plus, xp +
2yp—2zp—4=4+2x0-2x0-4=0donc B € Z. Ainsi, B appartient aussi a
I'intersection des plans £ et (ABC).

On en déduit alors que I'intersection des plans & et (ABC) est la droite (BK).

On choisit comme base de la pyramide le triangle CBK. Dans ce cas, la hauteur
associée est [GC].

KK'x BC

Laire de la base est B = out K’ est le projeté orthogonal du point K

sur (BC). Comme le point K’ est situé au milieu de [BC], on a KK’ = 4. De plus,
x4

4

BC=4doncB= T=8.
D’autre part, GC =4 donc le volume de la pyramide CBKG est

Bxh 8x4 32
V = = = —,

3 3 3

On prend a présent pour base de la pyramide le triangle BKG. D’apres la ques-
tion 3.(d), les points B et K sont dans le plan &2 donc le plan 22 est le plan
(BKG). Par suite, le projeté orthogonal du point C sur (BKG) est le point J. Or,

16

9
P T — -8Y2 , (-16)\2 , (16\2 _ /64 , 256 , 256 _ /576 _ 24 _ 8
Ainsi, €7 = 1CT11 = /()" + (F49)° + (38)° = /o + R+ B0 = /o = 3 = 8

Par conséquent,

28 _ =6
— 1.9 — 9
CJ(% —4| donc C](‘T“5

32x3
8

Aprcx s
%XC] donc 32 = =23 donc 32 = gk x § donc ef/pxg =

Veske =
12.

On a montré dans la question 3.(d) que le point B appartient au plan £2. De
plus, par définition du plan &2, le point G appartient a 2. On en déduit alors
que la droite (BG) est incluse dans le plan 2.



(d) Siun point I’ est situé sur le segment [EF] alors ses coordonnées sont de la
forme I’ (a;0;4) ol a est un nombre réel. On a donc

_.[a-0 _.[a 4-4 0
I'Cl4-0] cest-a-dire I'C| 4 |etBG|4-0]| c’est-a-dire BG| 4
0—-4 —4 4-0 4

Par suite, I’—C)B—G)z ax0+4x4+(-4)x4=0.

Cela signifie que le point B appartient au plan passant par G orthogonal a la
droite (I'C) c’est-a-dire au plan P’. Puisque G appartient au plan P’, on en
déduit que la droite (BG) est incluse dans P’.

EXERCICE 2
Partie A

1.

On remarque que lorsque la courbe %> est au-dessus de I’axe des abscisses alors
la courbe %) correspond a une fonction croissante et inversement. Autrement dit,
le signe de la fonction associée a la courbe 6, donne les variations de la fonction
associée ala courbe %;.

On en déduit que la courbe %> correspond a la fonction dérivée g’ et que la courbe
%) correspond a la fonction g.
A partir de la courbe %5, on lit g’'(0) = 2 et, a partir de la courbe €, on lit g(0) = 1.

Ainsi, une équation de la tangente a la courbe de la fonction g au point d’abscisse
Oesty=g'(0)(x—0)+g(0) < y=2(x-0)+1 < y=2x+1.

Partie B

1.

Onpose u=x*>+3xetv=e*.Onadoncu’' =2x+3etv' = (-1)e ",

Ainsi, pour tout nombre réel x,

fo(x) = 2x+3)e™  + (x*+3x) x (1™ = (2x+3) + (x* +3x) x (-1))e™* = (=x* —x +
3)e™*

On en déduit alors que

JolO) + fi(x) = (x* +3x)e ¥ + (=x* —x+3)e™* = (x* +3x) + (—x* —x+3))e ¥ = 2x +
3)e™*

donc la fonction fj est bien une solution particuliere de 1'équation différentielle
(E).

Comme y+y' = < y' = —y, les solutions de I'équation différentielle y + y' = 0
sont les fonctions de la forme x— C x e™* avec C € R.

. Soit f une fonction. Montrons que f est solution de (E) si, et seulement si, f — f

est une solution de (Ejp).

f — fo solution de (Ey) < (f—fo)+(f—fo) =0
= f-f-0+f-f=0
= f+f'=fo+fy
— f+f'(2x+3)e™ =0 car f; est solution de (E)
< f estsolution de (E)

On en déduit alors que f est solution de (E) si, et seulement si, Vx € R, f(x) — fo(x) =
C x e * C'est-a-dire f(x) =C x e * + fy(x).

Par conséquent, les solutions de (E) sont les fonctions de la forme x — C xe™ +
(x2 +3x)e™* avec C € R.

4. D’apres la question précédente, g est de la forme g(x) = C x e * + (x*> +3x)e *. OR,
d’apres la partie A, g(0) = 1 donc C x e 0+ 0%+3x0e%=1doncC+0=1dou
c=1.

L'expression de g estdonc g(x) =e™* + (x2+3x)e " = (x> +3x+1)e ",

Partie C

1. Pour tout nombre réel x,
f(xX)=(x*+3x+2)e*=x’e ¥ +3xe ¥ +2e ¥ = ’e‘—i +3x X+ 2.

. o x? X
Or, par croissances comparées, lim — =0et lim — =0.

x—+oo ¥ x—+oo X
2
Deplus, lim — =0car lim e*=+oo.
x—+oo ¥ X—+00
Par somme des limites, xlirp fx)=0+0+0=0.
—1+00
2. (a) Onposeu=x?>+3x+2etv=e* Onaalors ' =2x+3etv' =(-1)e*. Ainsi,

pour tout x € R,

f'(x) = 2x+3)e *+(x2+3x+2)x (—=1)e * = (2x+3)+ (x%+3x+2) x (=1))e * =
2x+3-x2-3x-2)e *=(-x*—x+1e*

(b) On étudie le signe du trindbme —x>—x+1.0naA=b>—4ac=(-1)?>-4x(-1) x
1 =5. Ce trindbme posséde donc deux racines :

X = —b—vVA _ —(=1)-V5 _ 1-V5 _ —1‘;\/5 ~0,618

2a — Zx(-D) — =2
et
_ =b+VA _ —(=D+V6 _ 14V56 _ -1-V6
X2=—%, T 1) - 2 -3 ~~—1618

On en déduit alors le tableau suivant :



S

_1-
X —00
2

S~-1618 8~ 0618 +00

f'(x) - 0 + 0 -

, +°°\/\0

3. D’apres la question précédente, et puisque f(0) = (02+3x0+2)e =2, onadonc
le tableau de variations suivant sur [0; +oo] :

X 0 #ﬁ +00

T

ce qui montre que f est positive sur [0; +ool.

4, Onpose u=-x*>-5x—7etv=e*. Onaalors u' = -2x-5et v = (—1)e”*. Ainsi,
pour tout x € R,
F'(x) = (—2x-5)e ™"+ (=x?=5x=7) x (=1)e ™" = ((—2x—5)+ (-x*~5x=7) x (-1))e ™ =
(—2x-5+x>+5x+7)e ¥ = (x? +3x+2)e ¥ = f(x)
Puisque pour tout x € R, F'(x) = f(x), on en déduit que F est une primitive de f.



