Controle n°10 — Corrigé

Exercice 1

1.

(@) Pourxe [0; 1],ona:0<x<1.

x =0 donc x" = 0; on multiplie 'inégalité précédente par x" :
Oxx"<xxx"<1xx" < 0<x"l<x”

On a donc démontré que pour tout entier naturel n, on a:

n+l1

0<x™ < x"

(b) On sait que pour tout x € R, el=* >0, donc, d’apres la question précédente :

0<x"l<x" < 0<x" el < x"e

Donc, d’apres la positivité de I'intégration :

1 1
0<x" el <x"e!™ = 0 sf K lel=¥qy sf el Tdx <= |0< ups < Up
0 0

(c) D’apres la question précédente, puisque u,+1 < u, la suite (u,) est décrois-

sante.
De plus, puisque 0 < u,,, elle est minorée par 0.

Donc, d’apres le théoreme de convergence monotone, la suite (u,) est conver-
gente vers une limite positive ou nulle.
b

2. (a) On sait que pour u et v dérivables on a : f u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)]Z -

b a
[ u' (x)v(x)dx.

Posons u(x) = x" 1 et v/(x) = el ™. Alors ¢/ (x) = (n+ 1)x" et v(x) = —e! ™%,
Onadonc:

1 1
f xn+lel—xdx — [_xn+lel—x](1) _[ (n + l)xn (_el—x) dx
0 0

1
0

1
-1+(n+ 1)[ x"edx
0

On a donc bien :

]un+1=(n+1)un—1.

b) =1 =0+Nu;-1=2u;-1=2(e-2)—-1=2e-4-1=2e-5

n,l-x 3.

(c) On complete le script Python en bleu ci-dessus pour que la fonction suite ()

renvoie la valeur de fo xBe!l~*dx.
from math import exp
def suite()
u = exp(1)-2
for n in range (1,8):
u=(n+tl) * u - 1
return u

(@) On se place dans 'intervalle d’intégration : soit x € [0; 1], donc

1-x

0sx<]l=>1-x<1=ce¢e <e (croissance de la fonction exponentielle)

= x"e! ™ <x"xe (x"=0)
- 1
— f x"e _xxsf x" xex (craoissance de l'intégration)
0 0

1
xn+1

n+1

1 1
:>[ x”el_x)gse[ x"x = up<e
0 0 0

e

:uns

n+l
e

(b) On sait que pour tout #,ona:0< u,;donc0< u, < 1
n

. € yos P .
Or IHP 1" 0, donc d’apres le théoreme des gendarmes, on peut dire que
n—+oon

lim u,=0
n—+oo




Exercice 2
1. (@) Onposeu=e*etv=2-x.0Onaalorsu’' =—-e *et v =-1.Ainsi, Vx € [0;1],
£ e x(2-x)—e*x(-1) —e *2-x)+e™* e F(-2-x+1)
xX) = = = =
(2-x)? (2-x)? (2-x)?
e ¥ (x-1
(2-x)?
(b) Toutd’abord, x—1=0 < x = 1. On a donc le tableau suivant :
X 0 1
e +
x—1 - 0
2-x)? +
f'(x - 0
f \

el el

Or, f(1)=——=
F 2—-1 1 0
1
Cela montre donc que pour tout x € [0; 1], S < f(x) <
2. (a) Onposeu=2+xetv =e*.
Onaalorsu' =letv=-e~.

En appliquant la formule d’intégration par parties, on a donc

1 1
]=f (2+x)e “dx= [(2+x)(—e_x)](l)—f 1x (—e M)dx
0 0

=2+D(—e H-2+0)(-e ") ~[e ],
=-3el+2- (e_1 —e_O)
=-3e1+2-(e1-1)
. 1 4
=3-4e'=3-4x-=3-=
(] €

1

(b) x°dx =
0

1
1
=—><13—1><03=1
o 3 3

1 5

1
(c) D’apres la question 1.(c), pour tout x € [0;1], — < f(x) <
e

2 2

1 1
donc —x2 < x%f(x) < —-x
e f& 2

Par suite, par positivité de I'intégrale,

1 1 1 1 1
f —xzdxsf x2f(x)dx<[ Exzdx
0 0

0o €
1! 11
donc—f xzdxsKSEf x2dx
0

e 0
1 1 1 1 o1 1
donc — x =< K< - x - c'est-a-dire — < K< -—.
e 3 2 3 3e 6

(d)

1
2

1 1
]+K:f (2+x)e_xdx+f x% f(x)dx
0 0

1
:f 2+ x)e  +x% f(x)dx
0

X

dx

1 e
:f 2+x)e " +x%x
0 2

1 2
=f [2+x)+ le *dx
0 2—X
l2+x@2- 2
_ 2+x)2-x)+x o Ydy
0 2—Xx

g x24 42
:f — e fdx
0 2—Xx
1 4

=] —e*dx
0 2—X

le—x
:4f0 2_xf(x)dx:4l

b . . J+K 3
(e) D’apres la question précédente, I = 7 Or, o <K<

1 1
doncJ+—<J+K<J+-—
3e 6

4 1 4 1
donc3—-—-+—<J+K<3-—+-
e 3e e 6

[N

6 ~ 0,424 donc I ~0,42.



