cHAPITRE 15

Fonctions de référence

Fonctions carré et cube

1. Fonction carré

— Définition 1.1
La fonction carré est la fonction f définie sur R par f(r) = 2.
Sa courbe représentative s'appelle une parabole.
> T
— Proposition 1.2
e La fonction carré est une fonction paire.
o La fonction carré est décroissante sur | — oo; 0] et croissante sur [0; +oo].
Démonstration. — A rédiger
— Proposition 1.3
Soit a un nombre réel.
e Sia > 0, 'équation 22 = a posséde deux solutions : —/a et \/a.
e Sia = 0, 'équation 22 = a posséde un seule solution : 0.
e Sia < 0, I'équation z2 = a n'a pas de solution.
Exemple I.1 — Déterminer les antécédents de 4 et de -8 par la fonction carré. — A rédiger
Exemple 1.2 — Résoudre les inéquations suivantes :
1.22<5 2.2%2 > 10 3.2%2 < —3. — A rédiger
2. Fonction cube
— Définition 1.4
La fonction cube est la fonction f définie sur R par f(x) = 23. / .

[l

— Proposition 1.5

e Lafonction cube est une fonction impaire.

e La fonction cube est croissante sur R.

— Proposition 1.6

Pour tout nombre réel a, I'équation z® = @ posséde une unique solution qu’on appelle racine cubique de a.

Exemple 1.3 — Résoudre dans R les équations suivantes :

8 N
1.22=8 2.23 = -27 3.23 = 7 — A rédiger

Exemple 1.4 — A l'aide de la représentation graphique de la fonction cube, résoudre I'inéquation 22 < 64. — A rédiger



3. Position relative

— Théoréme 1.7

Soit x un réel positif.
e Si0<x< lalorsz® < 22 < .
3

< x
e Sil < xalorsx < 22 < 2°.

X

Démonstration. — A rédiger
Fonctions racine carrée et inverse
1. Fonction racine carrée
— Définition 11.1

La fonction racine carrée est la fonction f définie sur [0; +-o00[

par f(z) = /.

. >z

Exemple Il.1 — Résoudre les équations suivantes :
1.vVz=3 2z—-10=0 3. r=-2 — Arédiger

. Proposition 11.2
|_ La fonction racine carrée est croissante sur [0; +00].
Démonstration. — A rédiger

Exemple 1.2 — A l'aide de la représentation graphique de la fonction racine carrée, résoudre les inéquations suivantes :
1.V <12 2.\/2>20 — A rédiger

. Proposition 11.3
|_Pour tous nombres réels a et b strictement positifs, v/a + b < \/a + Vb.

Démonstration. — A rédiger

2. Fonction inverse

— Définition 11.4
A
La fonction inverse est la fonction f définie sur \
] — o0; [LJ0; o] par f(x) = . S

Sa représentation graphique s'appelle une hyperbole. \

— Proposition 1.5
e Lafonction inverse est une fonction impaire.

e La fonction inverse est décroissante sur | — oo; 0[ et décroissante sur |0; +oo].

Démonstration. — A rédiger

Exemple 1.3 — Quels sont les antécédents de 4 par la fonction inverse ? — A rédiger



Solutions

Démonstration de la proposition 1.2

On note f la fonction carré.

1. Pour tout réel z, f(—z) = (—x)? = (—2) x (—2) =
x? = f(z) donc la fonction carré est paire.

2. Comme la fonction carré est paire, il suffit de montrer
qu’elle est croissante sur [0; +oo[ (par symétrie, elle sera
décroissante sur | — oo; 0]).

Si0 < a < balors on va montrer que f(a) < f(b) en
étudiant le signe de leur différence. On a:
f(b) = fla) =" —a® = (b—a)(b+a)
Or,
e b+ a > 0 car c'est une somme de deux nombres po-
sitifs;
e b—a>0carb>a
Ainsi, f(b) — f(a) > 0donc f(a) < f(b).

Exemple I.1
Les antécédents de 4 sont —2 et 2.
Le nombre —8 n'a pas d’'antécédent.

Exemple 1.2

1. S =[—V5 V5]

2. 8 =] — 00; —v/10[U]V10; +o00]
3.5=0

Exemple 1.3

1. S={2}

2. §={-3}

3. 5={2}

Exemple 1.4

S =] — 003 4]

Démonstration du théoréme 1.7
Soit = un réel.
e Si0<z<<lalorsOxxz <z xxz<1X xcest-a-dire
0< 22 <.
En multipliant de nouveau par z, on obtient 0 < z° < z2.
On adoncbien 0 < z° < 2% < 2.
o Sil < zalorsl x x <z X x cest-a-dire z < z°.
En multipliant de nouveau par z, on obtient z2 < z%. On
adonc bienz < 2% < 2°.

Exemple II.1

1. S ={9}
2. S ={100}
3.5=0

Démonstration de la proposition 11.2

Pour tous nombres réels a et b positifs non nuls, on a vb —
b—a

ve Vb+a

haut et en bas par vb — \/a.

Ainsi, sia < balors b—a est postif. Comme Vb+ Vaestaussi

positif, on en déduit que Vb — va > 0 et donc la fonction

racine carrée est croissante sur ]0; +oco|.

. Pour le montrer, multiplier le quotient en

Exemple 1.2
1.8 =[0;144]
2. S = [400; 00|
Démonstration de la proposition 11.3
D’une part,
(\/a+b)2 =a+b
D’autre part,
2
(Va+vb) =a+2/avb+b=(Vatb)’ +2/avh
2
Comme 2y/av/b > 0, on en déduit que (\/5—6- \/5) >

(\/a + b)Q. Comme la fonction carrée est strictement crois-
sante sur |0; +o0[, cela entraine que v/a + Vb > va + b.

Démonstration de la proposition 1.5
On note f la fonction inverse.

1. Pour tout réel z, f(—z) = = = -1 = —f(z) doncla

fonction inverse est impaire.

2. Comme la fonction inverse est impaire, il suffit de mon-
trer qu'elle est décroissante sur ]0; +oco[ (par symétrie,
elle sera décroissante sur | — co; 0]).

Si0 < a < balors on va montrer que f(a) > f(b) en
étudiant le signe de leur différence. On a:

fb) = fla) =3 — 2 =5t
Or,

e ab > 0 car c'est le produit de deux nombres stricte-
ment positifs;

e a—b<0Ocara<b
Ainsi, f(b) — f(a) < 0donc f(a) > f(b).

Exemple 1.3

L'antécédent de 4 est 1.



Fonctions de référence

A savoir faire a la fin du chapitre.

Connaitre les propriétés de la fonction carré (fonction paire, sens de variation).

Savoir résoudre une équation de la forme 22 = a.

Connaitre les propriétés de la fonction cube (fonction impaire, sens de variation).

Savoir résoudre une équation de la forme 22 = a.

Connaitre la position relative des courbes y = z, y = 22 ety = 25.

Connaitre le sens de variation de la fonction racine carrée.

Savoir que va + b < \/a + Vb lorsquea > 0 etb > 0.

Connaitre les propriétés de la fonction inverse (fonction impaire, sens de variation).

Pour les fonctions carré, inverse, racine carrée et cube, savoir résoudre graphiqguement ou algébriquement une équa-
tion ou une inéquation du type f(z) = k ou f(x) < k.

Démonstrations a connaitre.

Fonctions de référence

Savoir montrer que la fonction carré est paire et croissante sur [0; +-00].

2<xsi0<e<letquer <22 <23sil <.

Savoir montrer que z° < x
Savoir montrer que va + b < \/a + Vblorsquea > 0etb > 0.

Savoir montrer que la fonction inverse est paire et décroissante sur ]0; +oo.

A savoir faire a la fin du chapitre.

Connaitre les propriétés de la fonction carré (fonction paire, sens de variation).

Savoir résoudre une équation de la forme z2 = a.

Connaitre les propriétés de la fonction cube (fonction impaire, sens de variation).

Savoir résoudre une équation de la forme 22 = a.

Connaitre la position relative des courbes y = z, y = z2 ety = 23.

Connaitre le sens de variation de la fonction racine carrée.

Savoir que va + b < \/a + Vb lorsquea > O etb > 0.

Connaitre les propriétés de la fonction inverse (fonction impaire, sens de variation).

Pour les fonctions carré, inverse, racine carrée et cube, savoir résoudre graphiqguement ou algébriquement une équa-
tion ou une inéquation du type f(z) = kou f(x) < k.

Démonstrations a connaitre.

Savoir montrer que la fonction carré est paire et croissante sur [0; +-00].

2<rsi0< e <letquer <22 <23sil <.

Savoir montrer que z° < x
Savoir montrer que va + b < \/a + Vb lorsquea > 0etb > 0.

Savoir montrer que la fonction inverse est paire et décroissante sur ]0; +oo.



